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第 微分 算 子 谱 理论 的 研究 , 可 以 上 漳 到 19 世纪 30 年 代 Sturm 和 Liouville 的 
工作 , 已 经 有 近 200 年 历史 了 . 由 于 线性 受 加 思想 的 广泛 应 用 , 让 它 跟 数学 的 众多 
分 支 (微分 方程 、 概 率 论 、 复 变 函 数 、 特殊 函数 等 ) 都 有 了 联系 , 且 成 为 了 量子 物理 
的 基本 数学 工具 . 它 与 物理 的 互动 , 又 催生 了 广义 函数 、 局 部 凸 拓扑 线性 空间 、 装 
备 Hilbert 空间 ( 即 Gelfand triplet) 等 新 的 数学 分 支 . 所 以 , 这 个 方向 虽然 古老 , 但 
却 是 一 个 极 富生 命 力 的 领域 

本 书 是 在 给 内 蒙古 大 学 1984 级 研究 生 讲课 的 基础 上 整理 形成 的 一 本 讲义 , 曾 
在 南京 理工 大 学 作为 课程 教材 用 过 , 培养 了 若干 届 研 究 生 . 我 们 希望 它 能 把 此 课题 
在 20 世纪 几 个 研究 高 潮 里 侧重 于 按 特 征 展开 所 得 到 的 主要 结果 反映 出 来 : 

(1) 早期 Weyl 的 点 圆 分 类 工作 ; 

(2) 四 、 五 十 年 代 Titchmarsh，Levinson，Levitan 等 英美 国家 和 前 苏联 人 的 
于 和 作 :; 

(3) 七 、 八 十 年 代 西 方 与 我 们 自己 (内 蒙古 大 学 讨论 班 ) 关于 亏 指数 和 自 伴 延 
拓 的 工作 . 

至 于 谱 集 和 按 广 义 特征 泛 函 展开 的 研究 则 放弃 了 , 它们 都 是 当今 正在 进行 着 的 
工作 , 更 适宜 于 过 一 阶段 再 小 结 . 

2001 年 夏 , 南京 理工 大 学 数学 系 1997 级 何 凌 冰 、 吴 海 勇 、 徐 冬 元 、 王 继 贵 、 刘 
敬 刚 、 袁 非凡 等 同学 冒 着 炎热 , 非常 费事 地 将 本 书 部 分 书稿 用 word 打印 出 来 , 后 
来 , 许 孟 博士 提供 了 将 word 文件 转化 为 Latex 文件 的 软件 , 黄 振 友 博 士 将 源 程序 
改 成 了 现在 的 Latex 形式 , 他 的 几 届 研究 生 何 凌 冰 、 金 国 海 、 杨 传 富 、 陈 卫 民 、 王 
平 心 、 陈 建华 、 王 兰 宁 、 张 艳 起 、 向 会 立 、 王 一 操 、 张 茂 柱 、 汉 明 勇 、 吴 春 莲 、 李 丽 、 
施 德 才 等 阅读 书稿 提出 了 不 少 修改 意见 , 特别 是 , 张 茂 柱 又 打印 了 亏 指 数理 论 部 分 ， 
李 丽 、 施 德 才 打印 了 例子 部 分 并 在 Latex 下 将 全 书 的 图 作出 , 许 孟 博士 帮助 修改 了 
部 分 稿件 , 在 此 , 对 这 些 老 师 和 同学 的 辛勤 劳动 表示 衷心 感谢 ! 


ll 


刘 景 鹿 
2007 年 夏 于 南京 
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第 1 章 ” 常 微分 算式 所 定义 的 微分 算 子 


1.1 基本 概念 与 性 质 


起 Tl 设 了 是 人 上 的 区 间 , 记 刀 = 二, 设 ax eC*(1D),k=0,1,…， ， 


小 
M = Dax(z)D™ = an(z)D" +an li(z)D?" T+ +a(z)D + ao(7) 
k=0 
为 区 间 7 上 的 微分 算式 , 如 果 
an (x) Fe 0; ZTE J 


则 称 M 是 正则 的 , 否则 称 M 是 非 正则 的 . 
定理 1.1.1( 存 在 唯一 定理 ) ” 设 
(1) M 为 区 间 工 上 的 正则 微分 算式 ; 
(2) 9 是 复 值 可 测 函 数 , g € Lioc(7)， 


则 存在 唯一 的 ye 4n"(D) = {flf s C"-(D),D"-11 es ACioc( 了 )}, 使 得 


My = 9, 
y C0 
机 
jt Cn 


证 明 (1) 设 了 是 闭 区 间 , 把 微分 方程 化 为 微分 方程 组 ， 令 
yo=Y, N=Dy , hl1= DY, 


则 方程 变 成 


.2 . 第 1 章 ” 常 微分 算式 所 定义 的 微分 算 子 


证 V1 C1 
3 (x0) 3 
Dyn_2 = Yn—l; 
n—l1 
Dyn-1 = g(7) — ,ar(z)yr | ， ns i 
an?) k=0 


显然 方程 的 Cauchy 问题 解 存在 唯一 与 方程 组 的 Cauchy 问题 解 存在 唯一 是 等 价 的 . 
将 后 者 写成 矩阵 形式 


DY + A(z)Y = G(xz), Y(20)=0O, 


其 中 ， 
0 一 1 0 0 
(2) 0 1 0 
| 
0 0 0 一 1 
Yn—1(7) ao(z) ai(7) az(x) Qn—1(7) 
wri(m) lp) “ml nl) 
0 yo(z0) co 
| 
0 . 
9(Z) yn -1i(20) Cn—1 
ir) | 


而 矩阵 形式 的 微分 方程 组 Cauchy 问题 又 与 积分 方程 


Y(z)+ J "AY (Wat = C+ ‘ “ Gl)at = Hla) 


tN 
等 价 . 在 空间 [已 (D = Li(7) x… x 1(7) 上 引进 算 子 5 


则 积分 方程 可 表 成 


1.1 基本 概念 与 性 质 这 


我 们 来 证 明 (+ $)-! 存在 , 因而 
Y= 


VL 


: 的 范 数 为 ||v|| = St 和 矩阵 4 = 


j=1 


为 此 要 估计 6™ 的 范 数 . 设 向 量 v = | 


Un 


(qt) 的 范 数 为 141 = > lezxl, 则 4vl| < 4lllol. 设 了 e 工 [二 (7) 的 范 数 为 


人 多 三 过 
Irl= 人 IY (a)llaz, 
于 是 


GY (zx 


wo 


14OYGldl < | AONY Oa <KlY|, 
(其 中 , K = pmax A 
E24 / loY (a)laz < Ku(DIY, 
I 


2Y (zx 


_— 


=|/ a sy (Wat| < | | Lal sy(Dlat < Ka 了 llz — zol, 


|ay| = /leY Ga)las < Krop(DIY, a=maylz — zol 
I r 


53Y (x) Yet < | taoeY od < Es -oop 

JY -fare oar < ELD 

一 般 地 , 用 归纳 法 可 得 
"YO < Tle sol", 
moym—1 
Io"Yl < Srl 
于 是 uk 
1 < KpD ET m= 2 

所 以 


(I+8) =I- 5+ B+...= 》 (-1)"o" 


m=0 
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存在 , 积分 方程 的 解 存在 且 唯一 . 因为 五 (z ) /a 4(DY(bdt 绝对 连续 , 故 Y(z) 绝 
对 连续 . 
(2) I 不 是 闭 区 间 . 
对 任何 了 的 闭 子 区 间 J, zo € J 存在 唯一 的 yj e A"(J), 使 得 
My = 9, 
| Deyy(z0) 三 cm k=0,1,... ,mo 1 
由 唯一 性 知 
YA(T)= YT), ZENN 
所 以 , 令 
y(7) = YI(z), ZE 了 
便 可 以 在 T 上 定义 一 个 单 值 的 ye A"(7), 使 得 
My = 9g, TET, 
| Dry(z0) = cp, =0; 1 ,在 三 于 
由 子 区 间 上 的 唯一 性 知 y 唯一 . 
推论 1.1.1 如果 ao € C%(7),k=0,1,…,n, 而 ge CT), 则 解 yeC"+i(T). 
证 明 
几何 二 人 (z (~axr(z)D*y(z)) + 1 


k=0 
因为 ye A"™(7), 所 以 右边 属于 C(IT). 于 是 ye C"( 门 . 这 样 右边 又 属于 C1(7), 于 
是 ye CO"t1i(7). 如 此 下 去 可 得 ye C7+i(7). 
假设 I= [o 刀 ,而 f,g e C"™(7), 考虑 积分 
b Nn 
(Mp9)= | 区 ax(z)D* f(z)9 ) -> [ ax(z) Dr f(z)9(r)dz, 


k=0 k=0" 2 


如 果 有 > 0, 利用 分 部 积分 
b b 
fare) Drs (eae = Dr f(r)an(w)otale — 人 De- pj Date ds 
=[D*-1f(w)an(w) 9 — De-2f(2) D(a (to) ote) 
b i 
+(-1)? Dk-2j(z)Da(ak(z)5(5J)dz 


= 1)7 1D*I f(z)D’ (ak(z)g(z)) 


3=1 


二 (1 f(z) Dr(an(w) g(a))dz 


1.1 基本 概念 与 性 质 5 


于 是 得 
(MF,9) = >, 2 (0 DI f(z) DT (or(z)g(z))le 


NE 
本 


-1 109 )Dt(ak(z)5C5)dz 


=0Q 


定义 1.1.2 Ce 
k=0 


n 


S (—1)*Drantz) 
k=0 
为 M 的 共 轿 微分 算式 , 记 为 M+. 
M+ 的 首 项 系数 是 


(—1)"an (7z), 
所 以 当 M 正则 时 , 它 也 是 了 上 的 正则 微分 算式 
Ek Es 71D* f(z). Di (an(z)9(®)) 为 M 
k=1 j=1 
的 Lagrange 双 线 性 型 . 
显然 


[afi + Bf2,9] = alfi, 9] + Blf2, 9], 
[f, ag1 + Bg2] = lf, g1] + Blf, 92]. 
引 理 1.1.1(Green 公式 )” 设 M 是 了 上 的 微分 算式 , 记 
Hi(T) = {fe A™(D)|f, Mf e L*(7)}, 
则 对 任意 的 f,g e Hy( 了 有), 有 
(Mf,g9) = (f, M+g) + [f, gle. 
下 面具 体 地 考察 一 下 Lagrange 双 线 性 型 . 由 Leibnitz 公式 


a 
or" (oo) = ("1 )or et 


l=0 


Cp (0 pp an) pra 
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本 
于 是 1< ks 和 ml<sjs 和 mw 0< 1 入 7 一 1 而 求 和 的 范围 就 是 图 1.1 里 的 那个 黑 立 


体 , 故 
ER 上 1 Pap 


(n,n,n—1) 
(n,n,D) 
hn (n,n,0) 
令 上 二 j 十 k', 则 得 
nl nn n—j) 
上 式 =》, 2》, 2 i a )P wp sp 
l=0 7=!+1 k’=0 
n—ln—ln—j—1 7 re 
.= 7 i )? ay+p+1(7)D* f(z)D'g(z). 
1=0 j=! k/=0 
后 面 两 个 和 号 是 在 图 1.2 的 三 角形 里 求 和 , 故 
n—ln—l—ln—k’—1 ,) 有 
上 式 = 7 (-1)7 ( . )2 asm tor ep 
1=0 k=0 也 = 
整理 一 下 , 最 后 得 
n—l1n—ij—1ln—k—1l ny 
l= SY, Ds Co )2 en pr pI 
j=0 k=0 1=j 7 
f(z) g(7) 
et Df(z) Dgl(z7) 
TTD .7 | 
j=0 k=0 。 
Dr fle) DT" 9g(z) 


1.1 基本 概念 与 性 质 “Pe 


n—k—1l 
l 有 
(= ( jp 0gkgn-j-1(0<kt+i<n—1), 


0, nj—l<k<n—l(n—l<k+)). 


当 k 十 j==n 一 1 时 ,n 一 k 一 1 =)， 
Fr(z) = (—1) ( | ak+jHL(Z) = (一 1)7an. 


引 理 1.1.2 称 政 = (mk(z)) 为 Lagrange 双 线 性 型 [.,.] 的 矩阵 , 当 M 为 正 
则 微分 算式 时 , 这 个 矩阵 是 非 退 化 的 . 

证 明 det (mk(z)) = az(zZ) #0. 

引 理 1.1.3 ” 设 二 M 是 IT 上 的 微分 算式 , 则 

(DAL EM SL FNM; 

0) LHT 
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(3) (ML)* = L+Mt. 


也 m 
L=) peD*, M= 2_,mD", n>m. 
k=0 k=0 


2 n 十 
(2 +qkr)D*+ 》， wo 

k=0 k=m++1 
SDDr(pr Ta) + YD, (Dpe 
k=0 k=m++l1 


= (1DrpE + (1) Dg =L*+M". 


(2) 记 Lh=prD*, 则 工 = 》 Le. 于 是 


k=0 


je Sn Dh St 
k=0 k=0 


只 需 证 明 Lt++ = Ls 即 可 . 


k 
(pD*)+ =(—1)*D*5 = (-1)* >, ( . | (D*-ip) Di， 


7EOAN 


k Pe 
( jc 
j=0 \ 7 


k 
=(-1)* yy ( k ( 1)7 ( | ] (Den) D™ 
j=0 \ J m=0\ 77 
k 9 
EEm em 
j=0 m=0 


1.1 基本 概念 与 性 质 .9 . 


mm 


= 


k m+ \ kl! (m+i)! hk (k—m)! 
m+ m (m+ km) ml ml(k—m)! (ko—m—7)!! 


所 以 


"| k—m je es S k—m 大 
d= Bd 


wim ty ( E ] ) 吧 二 DS 


(3) 记 Lx = pgD*, M; = q;Di, 则 


(UD = > Wb) 


1=0 k=0 


只 需 证 明 (MjLk)+ = Li Mi 即 可 . 设 工 = pD*,M = qD', 则 
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l 
4 。 
ML=gD'pD* = , ( jpew 
J 


j=0 
l 
(ML)+ =2, ( jp 


J=0 


万 Dsttg 


另 一 方面 又 有 


1.1 基本 概念 与 性 质 6 


L+MT+ = ((—1)*D*y) (DPD) = (DDD's 


一 (一 |， ) D*— 场 Da 


所 以 (ML)+ = L+Mt+. 
定义 1.1.4 ”微分 算式 M 称 为 是 对 称 的 , 如 果 M+ = M 
下 面 来 推导 对 称 微分 算式 的 一 般 形状 . 由 于 


pD2* = DrpDr* 站 
PD™*t! =D* (pD) D* +...= D* (Dp) D* + 
1 
= wD DD 5 


所 以 微分 算式 M 总 可 以 表 成 DrpD* 和 Dr(pD+ Dp)D*,k = 0,1,2,.… 的 线性 
组 合 . 


例如 ， 
M =p2D? +p1D + po 
=—D(-p2)D — psD+p1D+po 
=—D( a i PD 十 po 
PO 
-D-DD F(R 
3 3 2 
三 一 Da + (qiD + Dai)+ go. 
因为 


(DipDr)+ =(D*)tpt (Di)+ = (1)*Drp(—1)*De = DpDt, 
(这 (pD + Dp) Bh Ne > (D*)! (pD + Dp)t (D*)+ = -3D* (BD + Dp) D* 


所 以 , 当 p 是 实 函数 时 ， 

(D:DrpD, 3D*(pD + Dp)D* 
都 是 对 称 微分 算式 . 假设 M 是 n 阶 的 对 称 微分 算式 , 首 项 系数 为 a, 则 M+ 的 首 
项 系数 是 (一 1)"amz, 这 时 


(—1)"an = Qn, 
所 以 n 为 偶数 时 , an 是 实 函 数 ; n 为 奇数 时 , a 十 琴 = 0, a 是 纯 虚 函数 , 即 a,, 一 
ion, dn 是 某 实 函数 . 由 于 
n 为 偶数 时 , (一 1)3 D3a,D3 是 对 称 的 ; 


. 12 . 第 1 章 常 微 分 算式 所 定义 的 微分 算 子 


n 为 奇数 时 ， D3 (nD + Da )D5: 是 对 称 的 ， 


于 是 , M -D3anD3 或 M 一 3D (iD 二 Din) 也 气 " 是 一 1 阶 对 称 的 微分 算 
式 . 这 样 逐步 将 阶 数 下 降 , 最 后 便 得 出 

定理 1.1.2 ”任何 n 阶 对 称 的 微分 算式 , 都 具有 下 述 形状 : 

的 [2 ] 


M=》 (-1)*Drar(z)D* +i > Dr (bp(z)D + Dbxr(z)) D®, 
=0 k=0 


k 
其 中 , ak 和 bx 都 是 实 函数 . 
推论 1.1.2 ” 实 对 称 的 微分 算式 是 侦 阶 的 , 其 形状 为 


M = (—1)*D*ax(z)D®, 
k=0 


其 中 , ax 是 实 函数 . 
特别 地 , 二 阶 对 称 微 分 算式 是 


—DpD+ gq, 


其 中 , p 和 9 都 是 实 函 数 , 通常 称 这 个 微分 算式 为 Sturm-Liouville 算式 , iD 则 是 一 
阶 对 称 微分 算式 . 
下 面 考察 几 个 简单 对 称 微分 算式 的 Lagrange 双 线 性 形式 : 
(1) 一 阶 对 称 微分 算式 iD， 
[f,9]le = (iDf,g) — (f,iDg) = (if',9) — (f,ig') = ifgle, 
所 以 


[f,9](x) = if (x)g(z), F(x)= 0). 
(2) Sturm-Liouville 微分 算式 -DpD 十 g， p,q 为 实 函数 ， 
[f, gl =(-DpDf + qf,9) — (f,—DpDgy + q9) 
= 一 pf /gl 十 下 pgaa — (f,—DpDy) 
=—pf'9l +pf9l =p(f9 — f'9)le, 
所 以 
[fs gz) = plz) (Fo)9 5) — f (2)9()) = PP WS D2). 
因为 a2(z) = 一 p(z), a1(z) = -DZ (z),ao(z) = q(7), 而 


1.1 基本 概念 与 性 质 


n—k—1 
1 
Fjkp(72) = D> Co )psammty, setrysn-a 


[pe He fy 
[f, g]( ) = (a ) ( f'(z) | | g(x) 


(3) Titchmarsh 微分 算式 一 D? + q, 9 为 实 函数 ， 


引 理 1.1.4 设 c < 凯 则 存在 )e C™(R), 使 得 


这 过 
AZ) = 
0 克 艺 村 
证 明 
et 元 去 人 


) 


| SG "(BR) 


0， 友 志 上 


取 6< 0 一 oa, 令 


ds A a 


at+6d 
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则 由 于 分 母 从 不 为 零 , he Ce(R) 且 


1，|z 一 
几 (Z) = ? 化 UND 


0，|Iz 一 ao| > 0. 


修改 元 使 得 当 z < a 一 5 时 , 函数 值 取 1, 则 得 到 所 要 的 
定理 1.1.3 ”车 M 是 区 间 T 上 的 对 称 正则 微分 算式 , 则 
(1) [f,9](z) = -lo, fl(z) ,x eT; 
(2) F*(z) = —F(z), (F 1) (2)= -F(z). 
证 了 明 (1) 当 z,x’e€ 了 ,x<x 时 , 由 Green 公式 ， 


/ Mf (9dt Y 0) Mo dt = [f, gs. 


取 heC™”x(R) 如 图 1.7 所 示 : 


fg) =-[f,hgls =- |/ (MO ~ HO MIO) at 


= (Mn)o TD (Dg)FD) at 


I 


=[hg,F] = -lo, F(z). 


he 0”(R) 


图 1.7 
(2) 
[f,9](z) = (F(x)of (x),09(7)) = (of (x), F(z)”og(7)), 
而 
左 式 = 一 [g, f](x) = 一 (F(x)og(x),of(7)) = (of(2),—F(z)og(7)), 
所 以 


(of(z), (F(z)* + F(x))og(7x)) = 0. 
由 微分 方程 存在 唯一 定理 , of(z) 与 cg(z) 可 以 取 一 切 n 维 向 量 . 所 以 


1.1 基本 概念 与 性 质 各 
一 


另外 , 由 互 (zJR(z)-I= 工 得 
(F(z)-!1)” F(x)* ST 
所 以 (F(z)!) = (F(2)") = —F(s)!, 


”定义 1.1.5 设 M 是 区 间 I 上 的 n 阶 正则 微分 算式 , M 在 空间 7Z2(T) 上 生 
成 的 最 大 算 子 T(M) 定义 如 下 : 
(NM))={f|f € 到 (站 7 4CQocT) Mf € L2(7)}, 
TI(M)f =MF, fe 2(T1(M)). 

由 于 DP"” 1 es ACioc(), 所 以 D"f 在 7 上 几乎 处 处 有 意义 ,于 是 Mf 在 天 
几乎 处 处 有 意义 . 这 样 得 到 的 mi(CM) 是 一 个 微分 算 子 , 9(Ti(CM)) 是 M 所 能 作用 
的 最 大 区 域 , 因而 称 为 最 大 算 子 . 由 于 CF? (7) < 2(mQAO), 而 Cge (站 在 52(7) 
中 稠 , 所 以 Ti(M) 是 稠 定 线性 算 子 , 

定义 1.1.6 设 M 是 区 间 工 上 的 正则 微分 算式 , ni(M) 限制 在 CSe (7) 上 得 
到 的 算 子 的 最 小 闭 延 拓 称 为 M 在 Z2(T) 上 生成 的 最 小 算 子 , 记 作 Tb(M), 即 


TM) = Glen 人 9 
这 也 就 是 说 
2(RCO)= teZCD, af)jcCy (站 使 得 lim 六 = 户 lim Mf, =9}, 
DM) =9, fe (TM)). 
下 面 将 证 明 最 小 算 子 To(M) 也 是 微分 算 子 , 并 得 出 一 个 微分 算 子 论 里 重要 的 关系 
ToM)* = TI(MT). 


由 此 可 得 
WMT)* = TM). 
引 理 1.1.5 设 M 是 TT 上 的 nn 阶 正则 微分 算式 , fe 9(To(M)), 则 
(1) 当 I= [a,8] 时 , D*f(@) = DEf(b) = 0,k=0,1,... ,no 1 
(2) 当 工 = [aeo) 时 , Dtf(a) =0,k=0,1,...,n—1. 
证 明 ”fe9(To(M)), 所 以 存在 {fm}c CF?(a,b), 使 得 am fm=f, lim Mfm= 
g. 由 于 f(z) 是 Cauchy 问题 
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的 解 , 如 果 设 ol(z)…… ,pn(z) 是 My=0 的 一 个 基本 解 组 , B(x) 是 对 应 的 Wronski 
矩阵 


p1(7) pa2(Z) On(Z) 
g(z) = i (z) yale a ibe 
Dn-1yp1(z) Pr-apaa) 3 Dr-1gls) 
利用 常数 变易 法 可 得 
fn 2 
Ce = G(r) B71(t) ; | dt， 
pr “ey 


于 是 


i >》 ,De*pj(z)T (pn pa ,pn) (t) 


[Dfi(z)-D* fn(z)|= 2 


7 


1 
列 式 , 这 样 在 紧 子 区 间 [a,a1] 上 便 有 


[Drfilw) = Drfn(o)| sc MRO — Mfmlat 


<CVa -allMfi— Mfnll. 
这 表示 {D*fmn(z)} ,k= 0,1,…,n 一 1 在 [a,all 上 一 致 收敛 , 于 是 由 逐 项 微分 定 
理 得 
oj 二 lim 及 和 甸 (a) =0, k=0,1,..……,n—1. 
同 理 , 可 证 其 他 情形 . 
引 理 给 出 了 9(To(M)) 中 的 元 素 所 应 当 满足 的 边 条件 . 
引 理 1.1.6 设 M 是 T= [ai 上 的 正则 微分 算式 , 则 边 值 问题 


对 芭 三 办 六 
Dry(a) = Dy)=0 =01 ;N= 1 


1.1 基本 概念 与 性 质 


有 解 的 充 要 条 件 是 
fe (ker Ti(M+))-. 


注 ” 从 Hilbert 空间 理论 熟知 的 公式 
ranA@kerA* = 了 HH 


来 看 , 引 理 1.1.6 的 结论 是 不 难 想到 的 . 
证 明 ”全 设 边 值 问 题 有 解 , g e kerT (MT+)， 则 


(f,g9) = (My,g) =(y, M+g) + ly, 9]% 
=(y, Mtg) = (y,0) = 0. 


所 以 fe (kerT (M+)). 
舍 设 fe (ker Ti (M+))-, y 是 Cauchy 问题 


My = 省 
Dry(a) = 0， k=0;1,. 7 no—1 


的 解 (由 存在 唯一 定理 , 保证 了 y 的 存在 性 !), 要 证 明 D*y(b) = 0,k = 0,1,:…， 


对 任何 z € ker TI(M1+), 有 


(My, z) 5 (y, MT z) [vy, 2]%, 


即 
(i Z) J (y, 0) FE ly, z](b), 
所 以 
y(b) z(b) 
Dy(b) Dz(0) 
0 一 : 。 . 
D"-1y(b) D"-1z() 


可 是 对 任何 i < C", Cauchy 问题 
Cn—l 


M0, 
DalD) ep, Kl le im 1 


都 有 解 , 所 以 


| 
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y(b) 
Dy(b) 


D"™ Ty(b) 
而 F(b) 非 退 化 , 故 D*y(b) = 0,k=0,1,:…,n 一 1. 
引 理 1.1.7 设 
(1) 3 是 Hilbert 空间 五 的 稠密 子 空间 ; 
(2) V 是 H 的 闭 子 空间 , 有 有 限 亏 数 n( 即 商 空 间 矿 /V 的 维 数 等 于 n)， 
则 Vns 在 V 中 稠 . 
证 明 (1)VnN5s 是 5 的 闭 子 空间 , dim S/ (Vn5)=n. 
GD) 由 于 dim H/V =n, 所 以 五 中 任意 nn 十 1 个 非 零 元 素 yy,… ,yny1 必 有 非 
平凡 的 线性 组 合 属于 V. 
事实 上 ， 
dimV+ = dimV+@V/V = dimH/V = n. 
设 V+ 的 基 是 x1,… ,zn, 则 
n+l 
> wl) = j= ln 
k=1 


ntl 
对 于 ax,k = 1,… ,n 十 1 有 非 零 解 , 即 非 平凡 线性 组 合 >》 ,akg EV 
(i) 记 S51=S/VN5S, 则 dimS1 <n. . 


否则 , dims1 > n, 设 e1,… ,ent1 € 5, 它们 任何 不 平凡 的 线性 组 合 都 不 属于 
VNs. 可 是 由 人, 存在 不 全 为 零 的 a1,… ,an+l, 使 得 


n+1 
> Qkek EV. 
三 


既然 9 是 子 空间 , 故 yh 
SS akeg EV NS. 
PY 

矛盾 ! 


( 放 ) 证 dim5S1 >n.5S=VNS+51, 于 是 V+S1 2D25V+9 就 在 互 中 秽 , 但 
由 (i 知 立 + 531 只 是 Y 的 有 限 维 扩张 , 既然 V 闭 , 那么 V 十 51 也 是 闭 的 . 于 是 


V+i+5S1= HH, 


所 以 


1.1 基本 概念 与 性 质 19: 


n=dimH/V = dimV +Si/V & dimSi. 
综合 (ii), (iii) 得 
dim S/V NS=n. 


(2)Vn5 在 V 中 移 . 
否则 , 将 存在 0 关 zo e V, 使 得 zoLVn5S. 而 dimV+ =n, 设 zi,… ,zn 是 
V+ 的 正 交 基 , 于 是 
pe 


设 51 = S/V ns 的 基 是 2 … ,zn, 则 方程 组 


(Des) =00 
0 
关于 a0,a1,… ,an 应 有 非 零 解 , 即 有 不 全 为 0 的 a0,a1,… ,an, 使 得 


亿 
> ORTELS: 
k=0 


因为 0 关 xo EV, 而 1,:… ,zn €E V4, 故 》 akzk 关 0. 又 因为 x0, zz1,… ,ZnLVMNS, 


k=0 
故 也 
加 交工 公 帮 S+S1=5. 
= 
与 5 笛 矛 盾 ! 
注 M,N 是 X 的 闭 子 空间 , dimN < co, 则 MT+N 闭 . 
事实 上 , 定义 
oA/M, ox); 
则 


lc(o) = alll = , inf lz + ml < lall, 


o 连续 . 而 o(N) 是 有 限 维 的 , 因而 是 闭 的 , 所 以 M 十 NN =o-!(o(N)) 是 闭 的 ! 
引 理 1.1.8 设 M 是 T= [a,b] 上 的 nn 阶 正 则 微分 算式 , 则 


DToAM)) = {f € DTAM)D' f(a) = D*f(0) =0,k=0,1,.… ,n—1}, 


To(M) = Ti(M)|gmm): 
注 ”由 此 可 知 , To(M) 是 微分 算 子 , To(M)f = Mf,f€ 92(To(M)). 
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证 了 明 (1) TCM c 瑟 CM)lUeemoaojlpsrw=psrOD=ok=ol mn， 所 以 
To(M) 是 微分 算 子 . 

设 fe 9(To(M)), 则 存在 {fm} C C8 (a,b), 使 得 lim fm=f, lim Mjm=9， 
由 引 理 1.1.5 的 证 明 , {D*f(z)} 在 工 = [wa 上 一 致 收敛 到 D*f(zx),k = 0,1,:…， 
n 一 1. 因为 


Drfnle) = (wi )- Da jp yls o)， 


所 以 
,lim D"fm=he L2[a,bl. 
于 是 he oa, 中 . 由 于 
Dr pl) = Dr jd 
的 左边 一 致 收敛 到 D"-1f(z), 从 而 右边 一 致 收敛 到 “pbdt 故 


Dr = 三 ADdt 
即 D"-1f € ACla,b] 且 D"*f(z) = a 几乎 处 处 成 立 因为 平均 收敛 必 含 几乎 处 
处 收敛 的 子 列 , 所 以 D"f(z) = a (9 )- Da z)D*f( ha 几乎 处 处 成 立 , 即 
Mf = ge LI?[a,4]. 这 表示 f € Se )). 再 用 引 理 1.1.5, 知 


ToM) C TM)| {reg (MIDE F(a)=D*f (0)=0,=0,1,. ,mn—1}: 


(2) TM)|{ Fem MD f(a)=D* f(b)=0,k=0,1,.. mn-1} C To(M) 
只 要 证 明 9(To(M)) 2 {f € 9(TI(M))ID*f(a) = D*f(0) =0, k=0,1,.… ,no— 
1} 即 可 . 
( 特殊 情形 M = D". 
设 we 9(TI(M)), Dru(a) = Drw(b) = 0, k = 0,1,… ,n—1, 要 找 {fm} C 
C6°(a, b), 使 得 
,im fm — ,lim D" fm = 六 三 (ME Mw 


因而 ve ZB(ToM)). 记 To = TIM)| eg(n(M))ID: f(a)=D*f(0)=0,k=0,1,… nl}? 引 理 
1.1.6 可 改写 成 


ran7b = (ker Ti (M+))-, 


所 以 ran7y 是 闭 子 空间 . 因为 ker Ti(M+) 是 有 限 维 的 , 所 以 ranTo 有 有 限 亏 数 . 又 
C9?(a,b) 在 L2(a,b) 中 笛 , 故 由 引 理 1.1.7 知 ranTo m C6s (ab 在 ran7 中 笛 . 因为 


1.1 基本 概念 与 性 质 Ss 


v= Mu = Tou € ranT,, 
所 以 存在 {gm} C ranTob 几 C8?*(a,5b), 使 得 


Jim gr 
?7 一 OO 


设 gm = Tofm, 要 证 明 {f%} Cc C8?*(a,b) 且 ,lim fm = u. 因为 
gm € CO (a,b), gm= Dfnm, 
所 以 fi € C™%(a,b), 
Den 人 = 人 gnlDat. 
如 果 


suppgm C [a1,b1] C (a,b), 
则 a < z < a 时, D7™-1lfn,(x) = 0; bi1 < x < 时 , 


b 
et / gm(t)dt = D™1fin(b) =0, fn € DTo). 


这 样 便 得 
SUD DR 1 [ai,51] C (a,b). 
通过 逐次 积分 便 知 
suppfm © [ai;,bi] C (a,b). 
另外 ， 


ID™™ fn(z) 一 Dr ru(zj| = 


国王- 站 Prutbdl 


1/ m0- oa < { lon) -ot 
</ el 
所 以 ,im D" fm(z) = D" iu(z) 在 [a,4] 上 一 致 成 立 . 类 似 地 可 以 证 明 
,lim D"fmn(z) = Divi(z), k=0,1,...,%—1 
都 在 [, 相 上 一 至 成立. 特别 地 , 由 二 0 知 


lim, f(r) = ua 
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本 十 im fm=u. 
(i) 一 般 情形 . 
设 fs 92(7Tb) (这 里 的 To 依旧 是 上 一 步 的 T), 则 Dr" es ACla,b], Mf € 
E2|@i. 于 是 
n—1l 
D"f = 二 (or- 二 wo] € L?2[a, ob), 
多 k=0 


因此 
Je 2(T1(D")). 


注意 到 
Dr*f(a) = D*f(b) =0, k=0,1,. ,nm1. 


由 (1) 得 fe 9(Tb(D")), 因而 存在 {fm} C C8*(a,5), 使 得 
,lim D*fm(z) = D"f(z), k= .01 ,N= 1 


在 [a, 0] 上 一 致 成 立 ， 

.Drfn Dry 
按 [a, 9 收敛 , 由 于 ay 在 [wb 上 连续 , 故 

im Mfm = MF 


Je 29(To(M)). 
综合 引 理 1.1.6 与 引 理 1.1.8 可 得 
推论 1.1.3 设 M 是 T= [a,9] 上 的 nn 阶 正则 微分 算式 , 则 


ranTo(M) @® ker TI (M+) = L?la, do]. 


可 见 , 闭 区 间 上 正则 微分 算式 生成 的 最 小 算 子 有 闭 值 域 . 
定理 1.1.4 设 M 是 T= [a,9] 上 的 n 阶 正则 微分 算式 , 则 


nM = TM+). 


证 明 (1) TOM)* D> TI(MT). 
设 ge 9(TI(M+)), 对 任何 fe 9(To(M)), 因为 


Drf(o) = Df(0) = 0 %=0, ln=, 


所 以 由 Green 公式 ， 
(Mf,9) — (f, M+g) = [f, gl = 0, 


1.1 基本 概念 与 性 质 ‘23. 


即 
(To(M)f,g) = (f, M9y), 
所 以 
gE€ DTOM)'), ToM)’g= Mtg= Ti(MT+)g. 

(2) TAMY Cc TM+). 

只 需 证 明 9(To(M)*) Cc 9(TI(M+)) 即 可 . 

(1) ranTi( M+ )= 12(TY 

设 f es 到 (站 由 于 了 紧 , 所 以 f & L(7), 根据 存在 唯一 性 定理 ,对 任何 


Co 


€ C", Cauchy 问题 


Mty=1, 
D(a) = k=0,1,..….,n—1 


有 唯一 解 , 所 以 ranTi (M+) = L2(7). 
(i) BDAM)) Cc DN MT+)). 
设 fe 9(To(M)*), 由 (i) 知 存在 ge (TI(M1+)), 使 得 
TI(Mt)g = THM)*T. 
但 (M+) c TH(M)*, 故 
TAM)*(f —9)=0. 
这 样 对 任何 we 9(Tb(M)), 便 有 
(To(M)u,f —9)=(u,To(M)*(f —9g))=0 
即 (f 一 g)lranTo(M), 由 推论 1.1.3 知 (f 一 g) e kerT(M1+), 而 ge 9(TI(M+)), 故 
f e BTM+)). 
下 面 考虑 一 般 的 区 间 . 
定理 1.1.5 设 M 是 TT 上 的 正则 微分 算式 , 则 
TAMY = TM+). 
证 明 (1) TV(M)* SD TI(MT+). 
设 ge 9(TI(M+)), 对 任何 fe C8(7), 由 Green 公式 有 


(Mf,g) = (f, Mtg), 
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即 
(To(M)F,9) = (4, Ti(M")g). 
取 极 限 知 这 个 等 式 对 一 切 fe 9(To(M)) 都 成 立 , 所 以 


ge€ 29(To(M)’), To(M)*g 一 Ti(MT+)g. 


(2) To(M)* C TMT) 
只 需 证 明 2(To(M)*) C 9B(TI(M+)) 即 可 . 设 ge 9(To(M)*), [a,B] 是 了 的 任 
意 紧 子 区间 . 对 任意 的 fe CF (a,B) c O08°(T), 有 
(To(M)f,9) = (fs To(M)’9), 
即 
(Mf,9g) 一 ( 户 ToCMM) 9). 


记 (Ji 是 2[a,6] 的 内 积 , g1 = glio,pl, (To(M)*g)1 = To(M)*gliwa, Mi = 
M wa, 则 
(Mif,g91)1 = (f,(To(M)*g)1)1, f € C0 (a,B). 


取 极 限 , 上 面 这 个 等 式 就 对 一 切 fe 2(To(M1)) 都 成 立 , 所 以 
gi € DToAMI)’), To Mi)’g1 = (ToM) 9), 
可 是 
DTAMI)) = DTM)T)) = FDCM))), 
其 中 , (M+)1 = MT+lwal. 于 是 


D" ge4clo,6]， 


(M+)ig1 = (MT+9)i = (To(M)”g)i. 
由 于 [a, 56] 是 任意 的 , 故 得 
Dge AOlell), 
Mt+g= To(M)*g € 天 (站 . 

这 样 便 有 g e 9(Ti(M1+)). 

推论 1.1.4” 设 M 是 TT 上 的 正则 微分 算式 , 则 

(1) Ti(M) 是 闭 算 子 ; 

(2) To(M) Cc TIM) (所 以 To(M) 也 是 微分 算 子 , To(M)f = M). 


1.2 ”微分 算 子 的 亏 指数 “25 ， 


证 明 ”因为 
Ti(M)=T(M™) = DMT)’, 
所 以 , TI(M) 是 闭 算 子 . 因为 


Ti1(M)| CTi(M), 


CP(D) 
所 以 To(M) = TM 0 © DM). 

:对 于 了 = [a,o0) 情形 , 有 如 下 推论 : 

推论 1.1.5 如果 M 为 [aceo) 上 的 正则 微分 算式 , 则 六 < 2(To(M)) 寺 fe 
9(T(M)) 而 D*f(a) =0,k 二 0,1,…,n 一 1 且 对 任何 ge 9(TI(M1+)) 有 lim [f,g] 
(2) 三 和. 

证 明 je92TO) g € 2 (Ti(M1)), 


0= (Mf,9) — (f, Mg) = lim [f,9]s = lim [f, gl(z). 


1.2 ”微分 算 子 的 亏 指数 


已 经 知道 Hilbert 空间 里 对 称 算 子 的 亏 指数 的 概念 ， 由 von Neumann 分 解 公 
式 


2(4*) = DATKITK,, 


其 中 ， 
K+ 三 ker(4 —il), K._ = ker(A*+i7) 


是 4 的 两 个 亏 子 空间 , 它们 的 维 数 乃 是 4 的 亏 指数 (dj ,qd_). 
现在 把 亏 指 数 的 概念 推广 到 一 般 的 非 对 称 微分 算 子 的 情形 . 
定义 1.2.1 设 M 是 7 上 的 正则 微分 算式 , 称 


dM) = 3 dim DTM))/ (TOM) 


为 M 的 亏 指数 (或 To(M) 的 亏 指数 ) . 

当 M 对 称 时 , M+ = M, To(M)* = (M+) = (MI), 所 以 由 von Neumann 
公式 可 得 和 

d(M) = 3(d+ ey 

但 是 实 对 称 正则 微分 算式 的 两 个 亏 指数 是 相等 的 , 所 以 d(M) = di = d_, 因此 新 
定义 的 亏 指数 与 原来 的 亏 指数 概念 一 致 . 

引 理 1.2.1 设 M 是 [a,oo) 上 的 正则 微分 算式 , 则 (MM) 的 值 域 在 L?[a, co) 
中 稠 . 
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证 明 ”因为 
ranTi(M) ® ker Ti(M)* = 了 工 [aoo)， 


所 以 
ranTi(M) ® ker To(MT+) = L?[a, 00). 


如 果 f € ker To(M1+), 则 由 Cauchy 问题 的 存在 唯一 性 知 


MT*f=0, 
D*f(a) = 0， k=0 Lm n= 1 


f=0, 所 以 ranTi(M) 在 了 [aco) 中 稠 . 
注 ”从 证 明 可 以 看 出 最 小 算 子 是 单 射 , 因而 逆 算 子 存 在 . 
引 理 1.2.2 设 M 是 [a,o0) 上 的 n 阶 正则 微分 算式 , 则 


2d(M) > nullitym (M+) + nullity(Ti(M)), 


其 中 , nullitym (GOM) = dim kerT(M), 即 My = 0 线性 无 关 的 平方 可 积 解 的 个 数 . 

证 明 设 nullityTi(M+) =k, 由 于 

2d(M) = dim 9(T1(M))/ DZ(To( M)), 
2Z(THoM)) N ker Ti (M) = {0}, 

因此 

2(TI(M)) = DTM))T ker TM)TDTM))/ (DT M))T ker(Ti(M))), 
所 以 要 证 明 

dim ZB(TIM))/ (DTAM))T ker TI(M)) > &k. 
对 任意 的 ge 29(T(M)), 把 它 分 解 成 
9 三 91 十 92 十 93， 
其 中 ， 
gi € DTAM))/ (DTAM))T+ ker TIM)), 92 € D(ToM)), g3 € ker Ti(M), 
由 
TI(M)g=Ti(M)gi + Ti(M)g2 = Ti(M)g1 十 TUM)9g2， 
Ti(M)g1 =T1(M)g — To(M)g2. 

于 是 


1.2 ”微分 算 子 的 亏 指数 Dy 
eR 


{Ti(M)gilgi ee 2(T1(M))/(D(ToM))+ ker Ti (M))} = ranTi(M)/ranTo(M). 


可 是 
ranTo(M) @® ker Ti (M+) = L?[a, 00), 


即 ran7b(CM) 是 具有 有 限 亏 数 的 闭 子 空间 . 由 于 ranTi(M) 稠 , 根据 引 理 1.1.7 的 
证 明 ， 
dimranTi(M)/(ranTo(M) NranTi(M)) = 天. 
ranNi(M) NranTo(M) D ranTi(M) NranTo(M) = ranTo(M). 
故 由 
{Ti(M)gi lg € DT M))/ (DToM))TF ker TM))} 
=ranTi(M)/ranTo(M) D ranTi(M)/(ranTi (M) N ranTo (M)) 
知 dim ZB(T IM))/D(THAM))F ker TAM) > k. 
注 ” 对 于 了 = [a,4], 结论 亦 真 . 
引 理 1.2.3 ” 设 M 是 了 ([a,4] 或 [a,o0)) 上 的 正则 微分 算式 , 则 下 列 三 条 等 
价 : 
(1) To(M) 有 闭 值 域 ; 
(2) ranTi(M) = 12(7); 
(3) To(M+) 有 闭 值 域 
证 明 (1) 地 (2) 由 于 


ranTo(M) ® ker Ti (MT+) = 12(7), 


而 kerT(M+) 是 有 限 维 的 , 于 是 ranTi(M) 是 ran7Tb(M) 的 有 限 维 扩张 , 因而 也 是 
闭 的 . 可 是 ranTi(M) 笛 , 故 ranTi(M) = L2(7). 

(2) 全 (3) 设 ranTi(M) 闭 , 由 闭 值 域 定理 (Yosida, 《Functional Analysis》， 
p.205), 它 的 共 轿 算 子 五 (M)* = To(M+)* = Tb(M+) 有 闭 值 域 

(3) 过 (1) ranTo(M1+) 闭 , 故 ranTi(M1+) = L2(7) 是 闭 的 , 由 闭 值 域 定理 
To(M) = (M+)* 有 闭 值 域 . 

定理 1.2.1 设 M 是 [a,oo) 上 的 正则 微分 算式 , Tho(M) 有 闭 值 域 , 则 


2d(M) = nullityTi (MT) + nullityTi (M). 


证 明 ”由 于 24d(M) = dim 9(TI(M))/9(To(M)), 所 以 应 当 考 虑 最 小 算 子 To(M) 
是 怎样 通过 定义 域 的 扩充 而 变 成 最 大 算 子 Ti(M) 的 ， 首 先 ,当然 是 把 零 空间 ker 
Ti(M) 的 基 元 素 添加 进来 , 由 存在 唯一 定理 , ker Ti(M) n 9(To(M)) = {0}, 所 以 这 
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些 元 素 并 不 在 9(Tb(M)) 中 . 但 是 把 它们 添加 进来 以 后 算 子 的 值 域 并 没有 增加 新 
元 素 , 仍然 是 ran7b(M). 由 于 ran7b(M) 闭 , 由 引 理 1.2.3, ranTi(M) = L2|a, 00). 由 
二 

L?[a, oo) = ran7b(M) ® ker Ti (M+), 


所 以 , 再 扩充 时 必须 得 让 ker Ti(M+) 的 基 元 素 {91,.… ,gm} 都 出 现在 扩充 了 的 算 
子 值 域 中 . 因为 ranTi(M) = Z2[a co), 所 以 存在 方 s 9(Ti(M)), 使 得 


Ti(M)f; 一 97 7 二 yrs ;1. 


由 于 {g1,… ,gm} 线性 无 关 , {及 ,… , fmm} 也 必然 线性 无 关 , 而 且 它 们 显然 不 能 在 
9(To(MM)) 十 ker TI(M) 中 , 把 这 些 f; 添加 进来 便 可 使 得 算 子 的 值 域 是 全 空间 . 所 以 
以 下 要 证 明 


DT IAM))/ DT M)) = ker Ti(M)Tspan {fi,… , fm}. 
因为 对 任意 的 f € 2(Ti(M))， 


Mf=ut+v, uveEeranTo(M), ve kerTi (MT+). 


所 以 存在 ge 9(To(M)) 使 得 w= Mg, 而 v= 》, Qjg;, 从 而 


j=1 


Mf = Mg+ >》 oajgj = Mg 二 >》 aMf;. 
j=1 j=1 


于 是 
v (1 = 0， f—g— af; ekerTi(M), 
j=1 j=1 
即 
f=g+ (1 + 2 四方 
j=1 j=1 


其 中 , 右边 第 1 项 在 9(To(M)) 中 , 第 2 项 在 kerTI(M) 中 , 第 3 项 在 span{ 甩 ,…， 
fm} 中 , 故 
2d(M) = mullityTi (MT ) + nullityTi (M). 


注 ” 对 I= [a,0], 结论 亦 真 . 
推论 1.2.1 设 M 是 [a,b] 上 的 正则 微分 算式 , 则 d(M) = M 的 阶 数 . 


1.2 ”微分 算 子 的 亏 指 数 . 29 . 


定理 1.2.2 ” 设 M 是 [a,co) 上 的 正则 微分 算式 , f 是 [a, so) 上 的 有 界 复 值 可 
测 函数 , 则 d(M + 旋 = d(M). 
{Mfn} 是 Cauchy 列 的 充 要 条 件 是 {(M 十 f)fn} 是 Cauchy 列 , 因此 
2(To(M 十 力 ) = 2(To(M)). 
故 dM + 了 f) = ad(M). 


定理 1.2.3” 设 M 是 [a,oo0) 上 的 n 阶 正则 微分 算式 , 则 d(CM) > 了 
证 明 ”对 每 个 j = 1 …… ,mw, 取 一 个 n 阶 多 项 式 pj, 使 得 


D*-1p;(a) = jk) k= 1 ) 7 


以 该 多 项 式 的 n+ 1 个 系数 作为 未 知 数 , 方程 具有 n 个 , 所 以 总 有 解 , 这 样 的 p; 总 
存在 . 令 
fi=hp;, j=1,.…,n, 
其 中 , h 是 引 理 1.1.4 中 的 Cge 函数 , 在 a 点 及 其 附近 取 值 为 1, 则 f; € 9(T(M))/ 
多 (To(M))(9(To(M)) 中 函数 f 要 满足 f(a) = … = D"-1if(a) =0) 且 所 ,…, 
线性 无 关 , 所 以 
d(M) > 


IS 


定义 1.2.2 设 M 是 [aco) 上 的 n 阶 正则 微分 算式 , 如 果 d(M) = 3 则 称 
M 属于 极限 点 情形 . 
这 一 名 称 来 自 Weyl 对 实 的 二 阶 Sturm-Liouville 微分 算 子 


M=—DpD+gq 


的 研究 , 他 证 明了 M 可 以 分 成 两 类 ( 见 3.2 节 ), 考虑 对 称 算 子 To(M)， 

(1) To(M) 的 亏 指 数 为 (1, 1) 一 一 极限 点 型 ; 

(2) To(M) 的 亏 指数 为 (2, 2) 一 一 极限 圆 型 . 

下 面 给 出 几 个 判别 微分 算式 为 极限 点 的 准则 . 

定理 1.2.4 设 M 是 [aco) 上 的 n 阶 正则 微分 算式 , Th(M) 有 闭 值 域 , 则 M 
属于 极限 点 情形 的 充分 必要 条 件 是 


nullityTi (M+) + nullityTi(M) = n. 


这 是 定理 1.2.1 的 自然 结论 . 
推论 1.2.2 设 M 是 [aco) 上 的 2n 阶 实 对 称 正 则 微分 算式 , Tho(M) 有 闭 值 
域 , 如 果 对 任何 f,g s ker Ti(M) 都 有 
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Jim [ 几 g](z) = 0， 
则 M 是 极限 点 的 . 


证 明 ”要 证 明 nullityTi(M)=n. 记 nullityTi(M)=m, 对 任何 f,geker Ti(M)， 
由 Green 公式 和 条 件 知 


[f, 9](a) = 0. 
由 Cauchy 问题 解 的 存在 唯一 定理 , My = 0 的 解 空间 与 C2” 同 构 , 同 构 对 应 就 是 
f(a) 
a 0 
D1] (a) 


而 等 式 
0= |[f,g9](a) = (F(a)of,0g), f,g9 € kerTi(M) 


则 表示 C2” 的 两 个 子 空间 {F(a)of|f es kerTi(M)}, {09l|g € ker Ti(M)} 是 正 交 的 ， 
由 于 F(a) 非 退 化 , 它们 的 维 数 都 是 m, 故 m < n. 可 是 由 定理 1.2.1 和 定理 1.2.3， 
又 应 有 

m= nullityNi(M) = d(M) > 7n. 


引 理 1.2.4” 设 M 是 [a,o0) 上 属于 极限 点 情形 的 正则 微分 算式 ， 则 对 任何 
Fegm0M) 都 存在 ge (70(M)), 使 得 -ge C™ 且 supp(f 一 9) 紧 . 

证 明 ”因为 24(M) = n, 所 以 定理 1.2.3 证 明 中 的 那些 及 ,… ,fn 组 成 了 
(TI(M))/2(To(M)) 的 一 个 基 , 于 是 任何 fe 9(Ti(M)) 都 可 以 表示 成 


f=g9+ arfe, 
k=1 
其 中 , ge (To(M)), 而 a1,… ,an 是 一 些 常数 , 显然 


f-g= > ok 有 EC 
=1 
且 supp(f 一 9) 紧 . 
这 样 , 函数 fe 9(T1(M)) 在 无 穷 远 处 的 性 态 便 由 9(To(M)) 中 某 个 函数 在 无 
穷 远 处 的 性 态 决定 ! 
定理 1.2.5 ” 设 M 是 [a,oo) 上 的 正则 微分 算式 , 则 M 属于 极限 点 情形 的 充 
分 且 必 要 条 件 是 对 任意 的 fe 9(Ti(M)), gE 9(TI(M1)) 都 有 lim [f,g](z) =0. 


1.2 ”微分 算 子 的 亏 指 数 wl 


证 明 ”=> 由 引 理 1.2.4, 不 妨 假设 fe 9(To(M)), 因为 TI(M+) = Tb(M)*， 
所 以 
(To(M)f,9) = (1, Ti(MT+)y), 


即 
(Mf,9) = (f, Mg). 
由 Green 公式 ， 
{mradat— { OM = 了 下 = 
取 极 限 得 
Jim [hg(o) = (Mf,9) — (f, M+g) =0. 
< (1) 令 工 表示 TI(M) 在 集合 
{fe DTAM)) |Df(a) =0,k=0,1,.….,n—1} 

上 的 限制 , 则 工 是 闭 线性 算 子 . 

事实 上 , 设 {fh} Cc 9(7)， im fn = 了, lm Tf =h. 因为 宛 (M) 是 闭 线性 算 


子 , 所 以 f € 9(Ti(M)),h = Mf. 为 了 得 到 全 是 闭 的 , 只 要 证 明 Drf(a) = 0,k = 
0,1,… ,n 一 1. 由 于 兄 (M) 闭 , 在 2(TI(M)) 上 定义 新 内 积 


(f,9)1 = (f,9) + (MF, My), 
则 (多 ( 五 ((M)),(,:)1) 是 个 Hilbert 空间 . 考虑 它 上 面 的 另 一 个 模 


入 二 攻 
二 k 
lyl = f+ 2 f(z)|, 


其 中 , b > a. 不 难 证 明 (2(T(M)), | :||2) 是 一 个 Banach 空间 . 因为 ||flli < if， 
由 逆 算 子 定理 , | 与 .| 等 价 . 显然 D*f(a),k = 0,1,… ,n 一 1 都 是 (9(Ti(M))， 
上 .12) 上 的 连续 线性 泛 函 , 所 以 它们 也 是 (9(T(M)), 中) 上 的 连续 线性 泛 函 . 注 
意 到 lim lfn — fl =0, 便 得 D*f(a) = im Drfi(a) =0,k=0,1,:...,n—1. 

(2) Ta To(M)( 极 限 点 情形 时 最 小 算 子 定义 域 的 刻画 ). 

显然 TO(M) CT, 所 以 T* Cc To(M)* = (M+). 另外 , 如 果 g ee 2(TI(M1+))， 
对 任何 的 fe 9(T), 由 Green 公式 ， 


f mr 7Odu -人 f(D MToat = [f, gz(z), 
让 xz 一 00 得 
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(Mf,g) = (f, Mg). 
这 说 明 ge 9(T*) 且 7T*g = M+g. 因此 又 有 (M+) CT*. 故 T* = 了 (M1+). 于 
是 
T=T=T*=T(Mt)Y = TM = T(M). 


(3) M 为 极限 点 型 . 

对 任何 fe 9B(TI(M)), 取 ve€ Coee 使 得 Drv(a) = D*f(a),k=0,1,.…,n—1, 
suppu 紧 , 则 ve 9(TI(M)), 而 fve 9(To(M)), 这 表示 9(TI(M))/2(To(M)) 是 
由 那些 D*w(a),k = 0,1,… ,n 一 1 中 至 少 有 一 个 不 为 零 的 v 组 成 , 显然 线性 无 关 的 
这 种 v 有 nn 个 , 故 dM) = 3 dim QTM)/ TM) = 和 

推论 1.2.3 设 M=P+Q 是 [aco) 上 的 正则 微分 算式 , To(M) 有 闭 值 域 ， 
PQ 都 是 极限 点 的 实 对 称 正则 微分 算式 , 如 果 对 任何 fe kerTI(M) 都 有 Pf, Qf es 
ZL2[a,o0), 则 M 也 是 极限 点 的 . 

证 明 ”注意 到 

[Jm = ,lp +[, Je; 
由 推论 1.2.2 和 定理 1.2.5 可 得 . 

定理 1.2.6” 设 M 是 [aco) 上 的 正则 微分 算式 , 则 M 属于 极限 点 情形 的 充 
分 必要 条 件 是 任何 fe 9(Ti(M)) 都 可 以 表 成 一 个 9(To(M)) 的 元 素 与 一 个 具 紧 
支 集 的 无 穷 次 可 微 函数 的 和 . 

证 明 全 即 引 理 1.2.4. 

二 ”对 任何 的 fe 9(TI(M)) 和 ge 29(TI(M1+)), 设 


i 
其 中 , 有 ne 9(T0(M)), (f fo) e Cee 且 supp(f -用 ) 紧 . 于 是 
lim [f,9](z) = lim [fo + (f = f0), 91(z) = Jim lfo, gl(2) 
= jim fo gl = im (Moot { flO) 
= (Mfo,9) ~ (fos M+9) = (To(M)fo0,9) — (fo, Ti(M+)g) 
=a(): 


根据 定理 1.2.5, M 为 极限 点 型 . 
从 以 上 这 条 定理 可 以 看 出 , 微分 算式 是 否 属于 极限 点 情形 取决 于 最 小 算 子 定义 
域 中 的 函数 在 无 穷 远 处 具有 什么 样 的 渐 近 性 质 . 
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为 什么 要 对 亏 指数 的 判别 , 尤其 是 对 算 子 是 否 为 极限 点 感 兴趣 呢 ? 根据 Hilbert 
空间 的 算 子 理论 知道 亏 指数 的 情况 与 算 子 是 否 有 自 伴 延 拓 , 若 有 , 自 伴 延 拓 如 何 构 
造 , 有 直接 的 关系 . 而 自 伴 性 则 与 微分 方程 定 解 问题 是 否 适 定 是 等 价 的 . M. Reed 和 
B. Simon 在 Methods of Modern Mathematical Physics Vol.2 里 写 道 :“The existence 
of solutions of the basic dynamics equations in quantum mechanics and quantum field 
theory is equivalent to proving that the Hamiltonian is self-adjoint.” (Chap.10 读者 指 
南 ) 该 书 给 出 了 许多 具体 例子 的 讨论 . 这 里 只 看 到 了 实 对 称 常 微分 算 子 的 情形 , 至 
于 非 对 称 的 某 些 特殊 类 型 常 微分 算 子 也 有 相应 的 结果 , 但 是 对 一 般 的 常 微分 算 子 亏 
指数 与 适 定性 的 关系 尚未 见 有 人 讨论 . 

假设 M 是 [a,%) 上 实 对 称 的 2n 阶 正则 微分 算式 


M = 2 一 1) DRpk(z)DA， 


其 中 , p(x)，k = 0,1,… ,n 都 是 非 负 的 Cee 函数 , pn(z) > 0,po(z) >2e>0.M 的 
亏 指数 与 下 述 的 微分 方程 “两 点 ” 边 值 问题 的 适 定性 有 密切 的 关系 : 


Mf = 9, 9 E L?la, 00), 
D0 = (P) 
fe 2[a,eo). 
al 
总 三 : Ql mS 
Q2m 


这 是 C27 的 n 维 子 空间 . 记 


全 
问题 (P) 乃 是 求 一 解 , 它 在 a 点 与 无 穷 远 点 取 一 定 的 值 : 边 条 件 
of €5, feL’la,%), 


分 别 规定 f 在 a 点 和 无 穷 远 点 的 状态 . 对 任何 f,g es Cee[a,co), 若 suppf, suppg 
紧 且 
of,og € 9， 
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(Mf,g) = (f, Mg). 
事实 上 , 因为 由 Green 公式 得 


(Mf,g) Em (fs M 9g) > lim [f, ga = —[f,9|(a). 


而 
0 * 0 
六 水 * ; 
2 0 * 0 
F(a)of 二 es “= ; 
米 0 * 
水 
水 0 
* 0 * 
所 以 


[f,9](a) = (F(a)of,0g)=0. 
这 表明 TT(M) 限制 在 集合 


9 = {flf eC™”[a,0%0),suppf 紧 , of € 5} 


上 得 到 的 算 子 R 是 一 个 对 称 线性 算 子 . 不 仅 如 此 , R 还 是 下 半 有 界 的 . 这 是 因为 当 
fe 时, 


MR fc 1) pr Co) De fe). Fed 


k=0™ 2 


-> pk(z)|D f(z as> fm (olf (a) dz 


>ellfll>. 


定理 1.2.7 ”问题 (P) 的 解 存在 . 
证 明 设 Fr 是 R 的 Friedrichs 延 拓 , 它 有 以 下 两 条 性 质 : 
(1) (Faf,1) 22lfl, f € 2(Fa); 
(2) ranFR = L?2[a, 00), Fa! 存在 且 为 L?[a, co) 上 的 有 界线 性 算 子 . 
因为 
FRfIN FN 2 elfl?, lIFRfll > ellfl, 


所 以 5 


有 
1 < : 
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为 了 求 问题 (P) 的 解 f, 只 要 取 f = Fa1g 即 可 , 但 是 Fr 是 否 为 微分 算 子 , 因而 
Frf = Mf? 另外 , f 是 否 满足 边 条 件 of s 5? 
因为 

(M) [og a0) (a 

所 以 
R* C (TM) |ogtao00))’ = ToAM)* = TM), 

而 RC Fa, 故 Fr C R* CC Ti(M), Fr 是 微分 算 子 . 其 次 , 对 任何 fe 9(FR) 和 任 
何 he 2(R) 都 有 

(FRh, f) 2 (h, Frf), 
即 

(Mh, f)= (h, MF). 
根据 Green 公式 ， 

lim [h, fla = 0. 
注意 到 he 9(R), 故 
0= lh, fl(a) = (F(a)oh, of). 
当 h 取 遍 9 中 点 时 , 可 以 让 oh 取 遍 5 的 向 量 (让 一 个 2n 阶 的 多 项 式 在 a 点 逐 
级 导数 取 值 为 S 中 的 某 向 量 , 将 它 在 远 处 截断 , 光滑 化 即 得 所 要 的 h) , 而 
F(a)oh € 5-., 
因为 F(a) 非 退化 , F (a) S 也 是 n 维 子 空间 . 于 是 
F(a)S' =,9- 
所 以 of s 5, 即 Fr 定义 域 中 的 函数 均 满 足 a 点 的 边 条 件 . 综合 这 两 条 便 知 f = 
Fa1g 是 问题 (P) 的 解 . 
定理 1.2.8 ”问题 (P) 适 定 的 充 要 条 件 是 M 为 极限 点 型 . 


证 明 ” 寺 ”假若 不 然 , 设 d(M) = 1 > n. 首先 证 明 Th(M) 有 闭 值 域 . 
对 任意 的 fe CY(a,o0), 有 


CM / pl) [DFC de 2 ll 
k=0" © 


通过 取 极 限 知道 这 个 不 等 式 对 一 切 fe 9(To(M)) 都 成 立 . 于 是 由 
[MFI 2 (MF,f) zelfl, fe 2(To(M)), 
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得 
IMf| zellfll, fe 2(To(M)). 


如 果 序列 {2M 及 } c ranTb(M) 收敛 到 g, 则 由 上 面 的 不 等 式 知 {f,} c 9(To(M)) 是 
Cauchy 列 , 故 有 f € L?[a,o0) 使 得 


人 
注意 到 
Ms 
且 Th(M) 是 闭 算 子 , 必 有 fe 9(To(M)) 且 9 = To(M)f. 所 以 ranTo(M) 是 闭 的 . 


这 样 , 由 定理 1.2.1 
d(M) = nullityTi(M). 
于 是 Mf = 0 便 有 1 个 线性 无 关 的 平方 可 积 解 , 记 它 们 为 及,… , 刀 . 
设 f 是 问题 (P) 的 解 , 考虑 函数 


1 
f+ >》 ak 及 


k=1 


方程 组 


l 
| 
k=1 


l 
必 有 非 零 解 a1,… , ar. 这样 /+ 》 ak 大 便 是 问题 (P) 不 同 于 f 的 男 一 个 解 , 矛 


盾 ! 结合 定理 1.2.3, 有 1=n. - 
< 生 如 果 问 题 (P) 的 解 不 唯一 , 则 问题 


Mf =0, 
of e 9， 
f € L2la, 00) 


就 有 一 个 非 零 解 h. 记 五 为 (M) 在 集合 
2(H)= {f € 9(Ti(M))lof € 5} 
上 的 限制 , 则 Hh = 0, 即 0€o(H), 但 


(Hy,y) > e(p,9), vp € D(H), 


1.2 ”微分 算 子 的 亏 指 数 372 


如 果 五 自 伴 , 则 0 s p( 吾 ), 这 样 便 出 现 了 矛盾 ! 问题 就 变 成 去 证 明 五 是 自 伴 的 . 显 
To(M) CH, 
所 以 
H* c TiM). 
于 是 H* 是 微分 算 子 . 对 任意 的 f,g e 9( 五 ), 利用 Green 公式 和 定理 1.2.5， 
(Hf,g)—(f, Hg)=(Mf,g)— (f, Mg) 

= lm { (MO -1Mo) at 

= lim [|f, 9Ja = lim [f, 9](z) = 0, 
所 以 HcCH*. 

如 果 fe 9(H*), 则 对 任何 ge B(H), 有 


(Hg,f) = (g, H*7), 


即 
(Mg, f) = (g, M7), 
因而 由 Green 公式 知 
dim lg, fla = 0， 
但 是 根据 定理 1.2.5，lim [g, fj(z) = 0, 因而 


lg, f](@) = (F(a)og,of)=0, ge 2(H), 


即 
GLO 


所 以 of € 5, fe (五 ). 这 样 便 又 得 到 HH* cH, 故 五 自 伴 . 

由 此 可 见 , 判别 一 个 微分 算式 是 否 为 极限 点 是 关系 到 边 值 问题 是 否 适 定 的 问 
题 . 

定理 1.2.9 ”问题 (P) 适 定 的 充 要 条 件 是 R 本 质 自 伴 . 

注 ”对 偏 微分 算 子 人 们 多 半 是 通过 本 质 自 伴 性 去 研究 适 定 性 . 

证 明 人 PP 适 定 , 则 M 极限 点 , 算 子 五 定义 如 定理 1.2.8 所 述 , 它 是 自 伴 
的 . 下 面 来 证 明 五 = 有 . 

(1) RCH, 因 而 Rc 万 ; 

(2) 为 了 证 明 五 c 有 , 只 需 证 明 Z(H) C 9(R). 
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设 /es9g( 万 )C9(mON), 因为 M 是 极限 点 的 , f 可 以 分 解 成 
f=fi+f, 
其 中 , 有 € 9B(TH(M)), fo €E 0C™”,suppf2 紧 . 由 于 of eS, 而 of1 e565, 故 ofo€5. 


由 最 小 算 子 To(M) 的 定义 , 存在 {gm} c CSe(o co), 使 得 lim gm = 有 i 且 {Mgm} 
是 Cauchy 列 . 于 是 {gm 十 f2} C (RR), 而 
im (gm + f2) =fi+fo=f 

且 {M (om 十 户 )} 是 Cauchy 列 , 故 fe 9(R), 所 以 92(H) C 2(R). 

< 所 设 尺 本 质 自 伴 , 下面 来 证 明太 = 五, 这 样 由 以 上 定理 的 证 明 便 知 问题 (P) 
适 定 . 

(1) RCH. 

设 fe 9 (有 R), 存在 {fm} C 9(R) 使 得 im fm=f, 而 lim Rfm 二 及 f, 因为 
及 CT(M), 此 即 lim Mjfm = Mf. 这 样 , {fm} 在 Hilbert 空间 (9(Ti(M),(.,)1) 
中 收敛 到 f. 由 于 Drg(a),k = 0,1,.… ,2n 一 1 都 是 它 上 面 的 连续 线性 泛 函 , 所 以 由 
5S 是 闭 的 得 

of = lim ofm€ 5， C2" 中 的 收敛 . 

这 样 便 有 fe B(H), 故 瓦 cc 万. 

(Ds ei 

只 需 证 明 9(D) Cc 9(R). 设 fe 9(H), 对 任何 he 9(R), 因为 supph 紧 , 由 


Green 公式 ， 
(Rh,f)=(Mh,f)= (h, Mf)+[h, fl = (h, Mf)— [h, f(a) 
=(h, Mf)— (F(a)oh,of) (h, M7), 


这 表示 fe 2(R*), 但 是 R* = 且 = 瓦 故 得 /es 2(R). 
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设 M 是 区 间 T 上 的 对 称 正则 微分 算式 , 则 对 任何 f,g e CSe(7), 由 Green 公 
式 有 
(Mf,9) = (f, My), 


即 
(To(M)fF, 9) x (fs To(M)9), 
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取 极 限 便 知 
(To(M)fF, 9) 3 (f, To(M)g), Fg E 2(To(M)), 


所 以 To(M) 是 对 称 算 子 . 当 I 是 有 限 区 间 时 ， 
My=iy 和 My = —iy 


的 解 都 是 平方 可 积 的 , 所 以 df = d_ = M 的 阶 数 , 这 时 To(M) 必 有 自 伴 延 拓 , 它 


的 自 伴 延 拓也 比较 容易 构造 . 
设 M 是 [a,9] 上 的 n 阶 正则 微分 算式 , 对 任意 一 组 数 41,… ,an 


引 理 1.3.1 
b1,… ,bn, 存在 fe 9(Ti(M)), 使 得 


Q1 bi 
of(a)=| : |, of(0)=| : 
Gi bn, 
证 明 取 hi,h2 e C”%, 使 得 
st 0， st 
Ja) = a+b Mol = a+3b 
> > 
风灾 二 和 4 
a at+b b 
TD 
图 1.8 
存在 也 阶 多 项 式 D1,D2， 使 得 
pi(o) =a, pi(@)=a2, +, ph (ao) = an, 
p2(b) =b1, pb)=ba, 1 ph Yb)= bn, 


令 f= hipi 十 hzpz 即 可 . 


定理 1.3.1 设 MM 是 [a,b] 上 mn 阶 对 称 正则 微分 算式 , 则 9 是 TH(M) 的 某 
个 自 伴 延 拓 了 的 定义 域 的 充分 必要 条 件 是 存在 n x n 和 矩阵 A = (ajx), B = (Bj) 


使 得 rank(4 B)=n 量 
AFl(a) 'A* = BF(b)- 1B", 
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而 


乡 二 |， € Z(T1(M)) 


E=1 


Dre Uo We -| ; 
k=1 


证 明 全 设 9 是 To(M) 的 某 个 自 伴 延 拓 了 的 定义 域 , 则 
2={fe2(T(M))IF, f;) = 0,7= 1,.… 7 到 二 
其 中 , {及 ,… ,及 } 是 9(mCO) 中 模 9(Tb(M)) 线性 无 关 的 一 组 元 素 , 满足 


(f;, fr) = 0， k= 1,.…,n, 


而 
(f,f;) = [1, fi = (F(b)of (0), of;(b)) — (F(a)of (a), ofi(a)), 
f 
oy 
ge | 
PS 
令 
将 f2 5 i 
A a 
tej) 
Cy Ho 人 (nD) 
则 


i 
Pe | 
其 吉 ge ry 


U*(b)F(bof(b) — U*(a)F(a)of(a)=0. 


B=U"()F(b), A=-U"(a)F(a), 


则 有 
Aofl(la) + Bof(b)=0, 
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可 以 看 出 来 这 就 是 定理 中 的 边 条 件 , 剩 下 来 要 验证 A，B 满足 条 件 ! 因为 
(fa 1;) =0; Zk= 了 2 全 


所 以 
Aofi(a) + Bofi(b) =0, k=1,2,...,n, 


AU(a) + BU(b) =0 
U*(b)F(DU(L) = U"(a)F(a) Ula), 


AF(a) -1A* =—U "(a)F(a)F(a)  (-F(a)*U(a)) 
=U"”(a)F(a)*U(a) 
—U"*(a)F(a)Ula) 
=—U"(b)F(L)U (LD) 
=U"*(b)F() Fo) (U*(b)F())” 
=BF(b)-1B"*. 
下 证 rank( 4 B)=n 
假若 不 然 , 则 存在 ai, … ,an 不 全 为 零 , 使 得 (al …… ,an)(4 B)=0, 
即 (ai…- 这 -U(a*E(a) U(b)*F(b) J 所 以 


(ai ,Qn)U(a) F(a)= (01 ,An)U(b) Fb)=0. 
由 于 F(a), F(b) 非 退化 , 故 
(aa， dm Lom) Ul(a)” > (al， ee ve) U(b)” = 0， 

即 

So (=, Y=0, Eel ml 

j=1 = 
这 表示 

oifit+::…+anfn € D(To(M)), 


与 {及 ,… , 及} 模 9(To(M)) 线性 无 关 矛 盾 ! 
车 设 
9= {fe 2(T(M))|Aofla) + Bof(b) = 0}, 
AF(a) A* = BF(b)-1B*, rank(A B)=n, 
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要 找 出 9(TI(M)) 上 n 个 模 9(To(M)) 线性 无 关 的 函数 {及 ,… , 所 }, 满足 
(fy fr) = 0; jk=1,...,n, 
使 得 
= {ff € ZIM Fi) =0,， 7=1,.… ;上 

对 比 前 面 的 证 明 , 令 

U(a) =(-AF(a)-!)* =—(F(a)-)*A* =—(F(a)*) "A* = F(a)-!1A’, 

U(b) =(BF(0) )* = (F(0) )*B* = —F(b)- 1B 
以 Uj(a),U;j(b) 分 别 表示 U(a),U(b) 的 第 j 列 (它们 应 当 是 方 的 边 值 ofj(a) 与 
of;(b)). 由 引 理 1.3.1 存在 f; e 9(TI(M)), 使 得 

ofi(a) = Uj;(a), of;(b) = U;(b), 


于 是 由 
Aofl(a)+ Bof(b) = 
得 
-Ul(a) F(a)of(a) + U(b) F(b)of(b) = 
U(b)* Fl(b)of(b) 一 Utah F(a)of(a)=0, 
Di) Ui(a) 
| : Le | : jo- 
Un) Et 
Uj(b:F(bof (6) — Uj(a}: F(a)of(a) =0, j=1,.…,n, 
(F(b)of (0),U;(b)) — (F(a)of(a),U ee j= 1 ,mn 
(F(b)of(b),of;(b)) — (Fla)of(a),ofi(a)) = 0, j= 
此 即 


(f,f;) = 0， ye 


剩 下 来 要 验证 {及 ,… , fn} 满足 所 列 的 条 件 . 
(1) { 斑 ,… ,fn} 模 9(To(MM)) 线性 无 关 . 
若 不 然 , 设 它们 模 9(7b(M)) 线性 相关 , 即 有 分 解 式 


f; = fjo + Wi 7 


fio E DToM)), vw; EKITK 
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且 存 在 不 全 为 零 的 数 a1,… , a, 使 得 


daswi 一 0， 
j=1 
即 
>》 ,oj 万 = Yaifio € DToAM)). 
j=1 j=1 
于 起 
VY or =) 下 后 三 六 k=0,1,.: ;m= 1, 
j=1 j=1 
即 
fi(a) f2(a) fn(a) a 
fi(a) fs(a) fi(a) a2 
2 1 am 
f1(b) folb) 1 f(b) ad 
fi(b) f(b) 1 f(b) aa 
和 am 
或 


由 U(a),U(b) 的 定义 可 得 


这 与 rank(4 B)=n 矛盾 ! 
(2) (fy fk) = 0, ke lye ,2. 


由 于 
AF(a) 'A* = BF(b) 1!B’, 
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所 以 
4U(a = _BU(), 
BU(b) + AU(a) = 0. 
于 是 
BU j(b) + AU';(a) = 0, yi 
即 


Bofj(b)+ Aofj(a) = 0,， j=1,.…,n, 


所 以 (fys Fe) = 0,j,k= J 
特别 的 , 对 于 Sturm-Liouville 算式 


M=—-DpD+gqg, x€ [a,bl, 


有 
推论 1.3.1 设 


M = 一 DpD + gq， p,9 是 实 函 数 , ze [a, 9]， 
则 Tb(M) 的 自 伴 延 拓 的 定义 域 为 
9={f € DT M)) pO BF (LD) — Bif(b)) — pla) of" (a) — oif(0)) = 0 i= 1,2}, 
其 中 , (aa Bi, B1) ,i = 1,2 满足 
(1) ent ( 史册 | 


aa oa bo 访 
(2) p(b)(BB; — BiB’) 一 p(a)(ala5 — Ti) = 0 bj=1,2. 
如 果 oi, oa, Bi,B' 是 实数 , 则 条 件 (2) 可 简化 为 


al od a B: Bi 
pla) Ge p(b) Bo 所 


证 明 ”由 于 


_f © =p(%) 
ma 0 | 


4 人 ep) ee on | 
AN aap(ao) -asp(a) / -Pap(b) Baplb) 人 


由 条 件 (1), rank(4 B) = 2. 其 次 
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1 
Ey | ne ”9 [ 
aap(o) 一 ap(a) -ap(a) 一 ap(a) 
让 oa j mp(o) map(o) | 
Q2 Q2 一 a4p(a) 一 aoD(a) 


四 p(aj(aia4 ~ Aa) pol(asza4 — oso) | 


pl(a)(aiag -aa2) pla)(aza9 一 abao) 


同样 


BF(b) -1B* = ( 


p(b) (B18 = BiB1) p(b)(B2B — BP) | 
p(b)(B1BS — BiB2a) pl(b)(BaBs — BB2) 人 


由 条 件 (2)， 
AF(a) -1A* = BF(b)-1B’, 


于 是 结论 由 定理 1.3.1 可 得 . 
一 类 简单 的 边 条 件 是 这 样 的 一 一 每 个 边 条 件 只 含 某 一 个 端点 的 函数 值 与 导数 
值 , 这 样 的 边 条 件 称 为 分 离 型 的 边 条 件 . 于 是 有 


Br = =D, Q2 = Qs = 0. 
而 oi, a4 不 同时 为 0, B2, Bs 不 同时 为 0. 这 样 


mnt ( 2 有 ] 2 
0 0 遍 籽 
条 件 (1) 成 立 . 


至 于 条 件 (2), 当 i 关 7 时 , 显然 满足 . 而 当 i= j= 1 时 ， 
—p(a)(ai a 一 ia) = 0; 
当 1 = 了 = 2 时 ， 
2(D)(202 — BaBs) = 0. 
因为 p(a)p(b) 关 0, 故 
ao4 = aa， Baby = Boaby, 
即 aaa ,BoB 是 实 的 . 这 时 边 条 件 变 成 


| oj(a) -aaa) = 0， 
Bf'(b) — B2f(b) = 0， 
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如 果 al = al +ibiai = az 二 ip, 则 


ee b 
0= ImaiQ’ = Im(a1 + ibi)(a2 — ib2) = —aibz + a2b1 三 一 4 . 


a2 b2 


所 以 


于 是 第 一 个 边 条 件 变 成 
Tf'(a)— f(a)=0, ER. 
因此 , 一 般 分 离 型 边 条 件 为 
| fla) cosa— f’(a)sina = 0， 
f(b) cosB— f(b)sing =0, 


其 中 , a, 8 是 实数 . 区 别 于 分 离 型 边 条 件 , 一 般 的 边 条 件 称 为 混合 型 边 条 件 . 例如 ， 
取 


则 


| 和 j 
0 工大 
条 件 (1) 成 立 , 至 于 条 件 (2), 当 i= j=1 和 i=j=2 时 ,显然 成 立 . 而 当 i 关 j 时， 
—p(b)B16s + p(a) = 0, 
所 以 
Fp - PY 
A pg) 
这 时 边 条 件 是 
0 
p(b)BSf'(b) — pla)f’'(a) = 0， 


p(b) 
Ri P1000), 


A y 
f'(a) = 2 Tod 0): 


p(a) p(a) 
取 PB1 = 0 帮 全 二 二 有 则 得 


i 
f'(a) = 6f'(b). 
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自 万 羽 一 2 名 得 


VW 


7 向) -( 较 )， ww- 鸣 
推论 1.3.1 里 的 第 2 个 条 件 实际 上 是 以 下 3 个 : 
p(b)(B1B1 — B16B1) = p(a)(ai on — trod), 
p(b)(Bbz — BaBy) = p(a) (aha2 一 os), 
p(b)(B1iB2 — Bi1Bs) = p(a)(af 02 — ros), 
第 4 个 
p(b)(B3B1 — Babi) = p(a) (oh — Taal) 
是 第 3 个 取 共 斩 再 加 负 号 的 结果 . 如 果 B1, Bi, B2, BS, ai a4 ,a2, a 都 是 实 的 , 则 头 
2 个 条 件 自然 满足 , 这 时 第 3 个 条 件 变 成 


BbB1! bo Ql1 Qo2 
b Cy 》 
p(2) Bp D(a) 二 
| 
BbB! bo _|aa ao |_- 
PDB a4 og 


时 , 得 到 分 离 型 的 边 条 件 
| af'(a) ~ Bf(a) = 0， 
yf'(b) — 567(6) =0. 
当 了 是 无 限 区 间 时 , 通过 Kodaira 公式 ( 见 3.11 节 ), 可 以 只 考虑 [a, co) 的 情 
形 . 
(1) 如 果 M 是 实 对 称 正则 微分 算式 , 显然 


My=iy 和 My = —iy 
具有 相同 数目 的 平方 可 积 解 , 因而 dj = d_, 且 由 定理 1.2.3 


M 阶 数 
2 
这 时 Tho(M) 有 自 伴 延 拓 . Glazman 证 明 (YMH 40(1950), 102~135), 给 定 工 = [a, oo) 
和 orderM = 2m, 适当 选取 微分 算式 M, 可 以 使 得 dj(M) =d_(M) 取 n 和 2n 之 
闻 的 一 切 自然 数 , 


< d+ = d_ < M 的 阶 数 ， 
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(2) 如 果 M 是 复 对 称 正则 微分 算式 , 情况 较 复杂 , 这 时 To(M) 就 不 一 定 总 有 
自 伴 延 拓 了 . 

例 1.3.1 M =iD, My = +iy,y= et?. 

(1) T = [0, 00). 

d+ 二 0,d- = 1, To(M) 没有 自 伴 延 拓 . 

(2) T = (一 oo 00). 

d+ = d- = 0, To(M) 是 自 伴 算 子 . 
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考虑 有 限 区 间 [a,b] 上 由 对 称 正则 微分 算式 所 生成 的 自 伴 微分 算 子 的 谱 和 谱 分 
解 问题 . 先 讨 论 特殊 的 二 阶 Sturm-Liouville 算 子 ， 这 是 在 数学 物理 中 常 碰 到 的 微分 
算 子 , 然后 再 讨论 一 般 情形 . 


M=—DpD+gq, x el[a,dl. 
记 f =p#, 这 是 [ab 上 正 的 可 微 函 数 , 作 Liouville 变换 
| J 记 或 
2 1 d7 
ka Vp(7) 
适当 选取 常数 , 可 以 使 得 ze [a,0] 一 te [0,7]. 因为 


人 
\f/as 1 kpy 


却 / / 
f— 1 
pDu= 于 寻访 时 = 大 全 1 一 好 
人 


二 —— (yf+yf -yf —yf") 


1 
Du== (yf— = 
DpDu 0 yf") 这 二 


(9 “1 一 Ws 


-a 
所 以 


1 
Mu=-—DpDut qu=——r (yf -y+ 
k2p3 f 


, 1 
下 -i + (对 


去 Crm 区)- 霹 


其 中 , Miy = 一 多 十 (ee 十 元 ) y,t & [0, zr]. 因此 可 以 考虑 更 简单 的 Titchmarsh 算 


一 有 十 和 TE [0, zl, 其 中 ， gq € Cl0, Tl. 
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设 了 是 To(M) 的 一 个 具有 分 离 型 边 条 件 的 自 伴 延 拓 , 即 
92(T)={f € 9(TI(M))|f (0) cosa + f'(0)sina = 0， 
f(n)cosB+f'(n)sinB=0}, a,PeR. 

要 问 

(1)a(T).=? 

(2) 了 的 谱 分 解 是 什么 ? 

古典 的 结果 是 

ol(T) > op(T), 

TT 的 规范 化 特征 函数 组 是 L?[a,6] 的 规范 正 交 基 . 


2.1 特征 值 与 特征 函数 的 渐 近 式 


Liouville 通过 求 微分 方程 解 的 渐 近 公式 得 到 TT 有 可 数 个 特征 值 (1836, 1837). 
定理 2.1.1 对 任意 的 a es R, Cauchy 问题 


-y+qy= Xy， 
y(0, 和) = sin a， 
y(0,A) = — cosa 
存在 唯一 的 解 p(x, 入). 对 每 个 固定 的 ze [0, nl], yp(z, 和) 是 和 的 整 函 数 . 


证 明 令 
| 2 三 (9 一 入)y， 
则 初始 条 件 变 成 
y(0) = sin a, 
z(0) = — cosa. 
化 成 积分 方程 组 得 
y(7) = sina +| Vo, 
2(Z) 一 一 cosa 十 (q(t) — A)y(t)dt. 
于 是 


V(Z) 一 Sin a 一 Zcos a 十 a/ (gq(7) — A)y(7T)d7 


=sina— zcosat 人 of (gq(7) — Ny(7)dt, 
0 


2.1 特征 值 与 特征 函数 的 渐 近 式 “Bi 


即 
4(Z) = sinQa— Zcosat | (gq(7) 一 A)(z — 7T)y(7T)dr7. 
0 
用 逐次 逼近 法 解 此 积分 方程 , 取 
po(Z, 入 ) = Sin a — zcosa, 
令 


pn(Z， 入 ) 宇 ypolz, 入 ) He 上 (q(t) RE 和 (x i t)pn-ilt, 入 )dt， n= 1,2,.…,， 
讨论 收 伍 性 , 设 


sup lq(z)| < L, | 和 和 NV， Sup |po(z, A)| < K, 


0<z<n 0<z<n 
那么 
A | / 和 Nat sl "RU 


=K(L+N) (zt E )) 3K(L + N)z2, 


0 


|p2(7, 入 ) pl(Z， 入 )| = 


[0 = Ne =D eh walt N) 
站 maf EY 
Ee 3K(L + N)2n dt IK(L tN)2ny’. 
一 般 地 , 由 
[pn(z,N) — pn-1(7, A)| < fa —N(z—t)(pn-i(t, MN) — pn—2(t, AN))dt 


<(L4N)n ' With = pa las 
0 


1 nl nn 二 1 
|en(z, 和 A) — pn-1i(7, N)| < i DA Me ne 


2(Z， 入 ) polz, 入 ) 再 2 (pn(Z， 入 ) mr-a(2; 入 )) 


% 三 二 


. 52. 第 2 章 常 型 自 伴 微分 算 子 的 谱 论 


在 | 和 |<N 和 ze [0,x] 上 一 致 收敛 . 而 
(ps 入 ) 全 re 入 ) = 人 (g(t) 入 ) (BR 的 入 ) EA Br 2(, 入 )) dt, n= 2,3,.… ) 
64 (2 入 ) 一 04_i(Z, 和 A) 一 (q(z) — A (pn-i(z,N) — pn_2(7,N), n=2,3,.…. 


级 数 


一 Cos Q 十 (q(t) 一 入 )po( 加 入 )dt 十 和 人 (q(t) 一 入 ) (pn_1(t, NA) — pn_2(t, A)) dt 


(aq(z2) — Npolz, AN) + 2 (q(2) — A) (en-i(z, — pn-2(z, N)) 
n=2 


也 都 在 z es [0, 7] 上 一 致 收敛 , 所 以 可 以 逐 项 微分 


yp"(z,N) =(q(z) 一 人) (nc N+ 2 (pn -io 为 一 Ar-z(z， 本 


n=2 


n=1 


(gq(7) Fe 入 ) (nc 入 ) 村 > (pn(z, 入 ) ey 0 7 
=(q(7) 一 入)P(Z, \), 
即 yp(z, 入 ) 满足 微分 方程 , 此 外 
yp(0,N) = sina, ww: (0 和) = — cosa, 


所 以 yp(z, 入) 是 Cauchy 问题 的 解 . 由 于 每 一 个 en(z,A) 都 是 入 的 整 函数 , 所 以 
yp(z, 入) 作为 整 函数 一 致 收敛 的 极限 也 是 和 的 整 函数 . 


令 
cota = 一 几 ， 
| 可 小 全， 
假设 h, 五 郑 oo, 则 边 条 件 变 成 


| jMO) =h¥(0) =0, 
f(r) + Hf(n) =70. 


设 p(x, 入 ) 和 w(xz, 入 ) 分 别 满足 


y(0) = 1, y(0) = 0， 


y (0) =h, y(0)=1, 


2.1 ”特征 值 与 特征 函数 的 渐 近 式 :9 


它们 组 成 了 方程 My = Xw 的 基本 解 组 且 2(z, 和) 满足 第 1 个 边 条 件 . 
引 理 2.1.1 记 入 = s2, 则 


1 I 
p(T, A) 一 Cos sz 2 Sin sz 十 sins(Z 一 T)a(T)p(T, 入 )d7， 
0 


sins2 1 /2 
Ww (FA) 三 十 ;/ sin s(x 一 T)dg(T)W(T, 入 )d7. 
0 
证 明 ”方程 
y +sYy=qy 
的 齐 次 方程 的 通 解 是 
Y = C1 COS 8% + co sin sz, 
利用 常数 变易 法 
ci cos sz + cs sin sx = 0, 
4 =—sc1 sin sz + sc2 COs sx, 
Y" =—sc1 sin sx 十 sch cos sx 一 s2c1 cos sz 一 s2c2 sin sz 
一 一 5c1 sin sz 十 sch cos sx 一 s2y, 
代入 方程 得 
—sc’ sin sx + sc cos sx = gy, 
Cissin sz — cs cos sz = —qy, 
联 立 起 来 解 得 
0 Sin sz 
. 一 9 §cCoOssz Sin sz 
C1 二 二 5 dV， 
Cos sz sin sz 
SSinsxT —sCOssZ7 
COS SX 0 
ssinsZ —qy COS 8T 
Co 一 一 一 Ss 
2 一 5 
于 是 


® sin sT 
a =- / Tayndr to 
0 


2 Cos sT 
c2 = / ———g(7)y{7)d7 Tog, 
0 


.54 . 第 2 章 ” 常 型 自 伴 微分 算 子 的 谱 论 


故 


. 2 一 sinsTcossZ 十 cossTSin sz 
4 三 Ql CoS ST 十 Q2 SInS2Z 十 一 4yd7 
0 SG 


. sins(Z —7) 
一 Ql coS 8X 十 Q2 Sin sz 十 rs 
0 


如 果 y(0) = 1, yw(0) = 则 


所 以 p(z, 入) = cos sz 二 sin sz 十 = ( sin s(x 一 7)g(7T)wp(7, 入)d7. 同 理 , 可 得 关于 消 
0 
的 方程 . 
引 理 2.1.2” 记 s==o 十 论 , 则 存在 so > 0, 使 得 当 |s| > so 时 有 


p(x,N)=0O (ete) De, ( 写 ) 


p(x, 入 一 COS SI o( 守 守 )， Vp(z, = 十 OO 7 )》 


这 些 估计 式 对 ze [0, 7 一致 成 立 . 
证 明 令 


pz,N) = el F(z), 
则 


1 /” 本 
一 (eos sz 十 和 sin oz 人 ;| sin s(x — 7)g(7)e ltl(*-7) F(T)d7. 
5 


0 


设 三 则 包 
设 凡 as)|, 则 


h 
os1+ 由 + 站 人 pa 


Q@ 由 于 s 是 复 的 , 所 以 对 cos sz, sin sz 估计 时 要 小 心 ! 因为 


eisz 二 eisz le tei +etre io?| - e@e—tz 十 etz ol 
|cos sz| = 三 委 和 
22 2 p 
@isT 二 Ge 一 isz 
|sin sz| = 汪 去 elilz， 
1 


所 以 |(cos sx)e- ltl*|, |(sin sz) e-ltlz|, |(sins(z —7))e- ltl(*-7)| <1. 


2.1 特征 值 与 特征 函数 的 渐 近 式 . 55 ， 


所 以 


取 s0 = 小 la(7)|dr > 0, 于 是 当 |s| > so 时 , / 小 于 一 个 正常 数 , 因而 


ol YE Ga 
估计 式 对 z es [0, 7 一 致 成 立 . 利用 这 个 估计 式 , 进一步 得 到 


h a 
p(X,A) = cossz+t—sinsz+t— J sin s(x — 7)g(7)O (el )ar. 
5 5S /0 


因为 
ny | 则 lsinsz| _ |hleltlz 

al et ~ eR |hl, 2 € [0,), 

|s| 
而 

—t(z—7T) t(z—7) 

lsins(z —7)| < 一 一 过 edi(s=7) 

所 以 


人 ltlr 

Ss sins(Z —7)g(7)O le dr 六 F 

: ( )q(7) ( ) i Aeltl (ee + ele) dF 
0 2 


ez/ ~ efilz 


I 
eltlreltl(z-Jqr < An, ze [0, zl. 


et 

入 

eltlz 
dl 0 


于 是 


Itlz 
p(x,A) 一 cossZ 十 O (: ) 


|s| 
估计 式 对 z e [0, 7] 一 致 成 立 . 同 理 , 可 得 关于 v 的 估计 式 . 
下 面 来 推导 特征 值 和 特征 函数 的 渐 近 估计 , 从 这 些 估计 式 可 以 得 到 存在 着 可 数 
个 特征 值 的 结论 . 特征 值 是 实 的 , 而 由 Sturm 的 理论 ( 见 定 理 2.2.3), 负 特 征 值 只 有 
有 限 个 , 故 假定 入 > 0. 如 果 入 > 0, 则 由 入 = s2, Ims = 0 得 


o(Z, 和 A) = cossZ 十 O (3) 
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另外 由 
a 4 rl 
如 果 Aiw + Biw 是 对 应 于 和 的 工 的 特征 函数 , 则 由 第 1 个 边 条 件 得 
(Aip’(0,N) + Biw’(0,N)) —h(Aip(0,N) + Biy(0,N))=0, 


即 4i 太 + Bi Aih = 0. 于 是 B1 = 0. 因为 p(z, 入 ) 满足 第 1 个 边 条 件 , 所 以 若 和 
是 特征 值 , p(x, 入) 一 定 要 满足 


p(n, 入 ) + Hyl(n, 入 ) = 0， 


(w(A = w(rm A) 十 Hp(n, 入 ) 是 个 不 恒 为 零 的 整 函数 ， 它 最 多 有 可 数 个 零点 , 这 些 零 
点 没有 有 限 的 聚 点 .) 即 


一 SSin sz 十 hcos sT 十 [ cos s(x — 7)g(T)P(T, 入)d7 
0 

fe no 
人 (eu 5 十 一 Sin st 十 [ sin s(x — 7)g(7)P(7, Nar) = 

3 0 

区 H H n 
Sin sn (=: 二 上 sin sTg (T) p(T, 入)d7 十 人 十 本 上 cos sTqg(T)P(T, War) 

0 0 


区 H TT 
十 cos st @ 十 人 cos sTd(T)w(T, 和 )dr 十 互 一 sin sTqg(7T)p(7, Nar) = 
0 0 
(—s+ B)sinsnt+ Acossn = 0, 


= 及 十 瑟 十 人 (eos 5ST 一 全 sin sr) d(T)p(T, 入 )dT， 
0 


Tt ba 
B= 一 一 十 ) (sin ST 十 COS ”7) d(T)p(T, 和)d7. 
0 


因为 e(r, 入) 在 [0,z] 上 有 界 , 所 以 对 充分 大 的 s， 
A=h+H+0(1), B=0(1). 
于 是 有 
| —ssinsx+(h+H)cossnx+O(1)=0, 
即 


COS STL 十 Oy) 三 :0 


sin SI 一 


OU 
S 


2.1 特征 值 与 特征 函数 的 渐 近 式 “Te 


这 样 , 对 充分 大 的 s 来 说 , 这 个 方程 有 解 , 而 且 解 靠近 整数 . 所 以 存在 着 可 数 个 特征 
值 . 由 于 


w'(s) = 一 sinsTr 一 srcossT — nx(h+H)sinsn + O(1), 


当 s 靠近 整数 时 , 它 不 等 于 零 , 所 以 特征 值 的 重 数 为 1. 


一 (N+6n)sin(n+6n)Tt+(h+H)cos(n+o6n) n+ oO(1)= 
(—1)"+! (n+ 6n)sin6nn + (—1)" (h+ H)cos6nn+ OULSO; 
— (N+6n)sin6nn+t (h+ H)cosonn = O(1), 


所 以 sin bnr = 和 -0(#), sur =0 (2), 即 sn =n+0(2) 这 个 渐 近 估 


十 
计 式 还 可 以 进一步 改进 , 假定 g 有 有 界 的 导数 , 由 引 理 2.1.2， 


了 由 和 1 
A=h+H+/ Cos sT — — Sin s7 q(7) [cossr+O (=|)|dar 
0 5 


和 1 eh 
-+B+ cos? srdq(T)dr 十 O (2) =h+H+ / Da (2) 5 
0 0 


2 


B=+ | (sinsr+ 全 cossr ja (esr+o (3)) d7 
5 0 5 5 
a 1 Ee 1 
= sin sT cos sTg(7T)d7 十 O (2) = i/ sin2srg (T)d7 十 O (3) 
0 5 2 /0 5 


而 
光 i sin 
) cos 2s7d(T)dr = tl 一 上 d'(r)d7 
in 2 We . 
一 — al 一 站 sin2s7d'(T)dr = O () 
同样 


nT . A 1 
| sin2srarar =0 (2), 
所 以 4=h+ 旭 +hh+0( 宇 ), 菇 中 ， n= 小 atDat 且 B=0 (二 ) 于 是 由 
5 2.o 5 


(s+ B)sinsn+ Acossn=0 


(s+0 (2)) sin sn = (n+ H+h 十 O (2)) COS 87, 
s 


得 
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h+H+h+0 (了 


tan sn = es 
5 十 O (3) 
8 


令 s=n 十 6 得 

1 1 

h+H+h+0 (2) h+H+h+O (3) 
Nn n 

tan 0nT = I a 
nN nN 

1 

h+H+m+0 (2) 


ol) 


人 


十 O 
= -二 二 i 
2 


所 以 
0 (让 )， 
nn 
C 上 
s=n+2+o( 吉 )， 
也 
其 中 ， 


(如 果 de C2[0, 桔 , 则 可 得 =n+5+ 竺 +0 (去) ) 
对 应 的 特征 函数 的 渐 近 公式 如 何 ? 
oO(Z, 入 ) 一 cos SZ 十 Lsin 3 到 十 : 人 sin s(x — 7)g (7) (cu sT 十 O (2)) dT 
二 COs SZ 十 二 sin sz 十 = 人 sin s(Z 一 7T) cos srdq(T)dr 十 O ( 训 ) 


h 上 上 /、 汪 i 一 2 1 
一 cos5SZ 十 一 SinsZ 十 一 ) dt da(T)dr 十 O ( 避 ) 
3 5 Jo 2 5 


h i “ 1 
eossz + Lsinss + Se 人 qar+0( 训 ) : 
S 25 JJ/0 5 
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一 ” 


这 是 因为 


DT 二 瑟 了 到 
下 Sin 5 (Z 一 27)q (7) dT 一 es (7) 几 Cm / COS 5S 27) dg(r)dr 
0 S 0 s 


-a0 [ Pyar=0 (3), 


所 以 


pn(T) = (z, Mn) 


) 
Wi i 


1 
sin (n+ E+0 (二 
nN Nn 

二 C J Nn 
Nn n 


€ 二 G 上 
=cosnzcos | 一 二 O 1 一 17z 一 snnzs 这 | 二 二 OO 二 11z 
n n2 Nn n2 
h 1 . c 1 四 本 下 
十 二 一 (sinnzcos( 一 +O | 一 |」jz+cosnzsin|l 二 TO 二 |] jzx 
人 1 Nn n2 n n2 
1 十 O 


n2 


. C 1 A 区 L 
Sin7m0 cos | 一 十 O | 一 TX 二 cosnzsin | 一 十 DO | 二 部 
Nn n2 Nn n2 


27 


h sinnz /” 下 
pn(z) =cosnz — sinnz+ sinng+ 站 nar+0 (去 ) 


. 
一 COS720 十 区 有 Sin722 十 O (去 ) b 
n n 


其 中 ， 
Btz) = -cr+ht+ i/ q(T)dr. 
将 pn(z) 规范 化 
a2 = 22(z)dz = : cos2nzdz 十 二 B(x) sin2nzdz 十 O (去 ) : 
由 于 


Ss 


cos 2nz 和 1 
BP(z) sin 2nzdz = -一 2 0(z)0 | B' (7z) d= (2) 


$= 三 orzar+o (二 ) -+o( 去 )- 

这 样 

1 EE 
rn 
故 规范 化 了 的 特征 函数 有 渐 近 式 中 


Zn(Z) = 过 or {2} = V2 (wnt 2 lsnnz) +0 (去) 
Q@ 事实 上 , 由 引 理 2.1.2， 
Pron) =eossnz +0 (TL) =e0 (n+o (2))z+o(2) 
=cosnzcosO (2 )-=: 和 sinO (3 )+ of ) 
Se soz (1- 2sin? 0 (5 ))=a ni so (= )+o ( ) 
= snz (1+0 (证 5) )-s innzO (2)+ o(2)= cosnz+0 (3), 
史 =/ ond = 人 cos ?nzdz+2 cosmT . o 人 (2 )az+/o ( 章 5 )dz 


2.1 特征 值 与 特征 函数 的 渐 近 式 .61 . 


假设 hh= o0, 互 关 o0(h 关 00,HH=o 可 以 用 变换 t=n--z 化 成 h=o0, Ho% 
的 情形 ), 这 时 边 条 件 变 成 


1 
f(r)+Hf(n)=0, 
w(x, 入 ) 满足 第 1 个 边 条 件 , 所 以 特征 函数 一 定 是 w(z, 入) 的 倍数 . 
w(x, 入 ) = cos sz 十 人 cos s(z — 7)g(T)Y(T, A)d7, 
0 
代入 第 2 个 边 条 件 得 


cos st 十 cos s(x —7)gq(T)Y(T, 入 )d7 
0 


FH (2 De ee ») 人 
so 


S 


这 就 是 特征 值 和 需要 满足 的 方程 . 它 是 一 个 不 恒 为 零 的 整 函数 . 可 是 由 引 理 2.1.2， 
sin sz 1 
w= 时 时 +0 (起)， 


故 得 
Wf i 
COS 5sT 十 一 小 cos s( 工 一 T) sin sT9q(T)d7 十 et ( 司 ) =0 (21) 
so 5 5 
于 是 


所 以 当 s 很 大 时 ， 


5 ee 
D 


存在 着 无 穷 多 个 特征 值 , 式 (2.1) 左边 对 。 求 导数 , 再 让 s = n+ 了 得 
一 fsinsTr 十 O ( 翅 ) s 一 nm 十 志 0, 


所 以 特征 值 的 重 数 为 1. 为 了 得 到 特征 值 较 精确 的 渐 近 式 , 假定 g 有 有 界 导数 , 这 
时 


nT Tn 区 
了 cos 5( 工 一 T) sin s7d (T) dT = cos orf q(T) cos sT sin srd7T 十 Sin rf d(r)sin2srd7 
0 0 0 


n nt 1 A 小 
主 “</ q(T) sin 2s7rd7T 十 Sin rf q(7) — Sr dT 
0 0 


sinsx /™ 1 
= fanarto (2), 
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于 是 由 式 (2.1), 特征 值 要 满足 


1 n 
cossn+ ee (H+ nar) +o( 训 )=0. 
5 2:J0 32 


设 sn =n+3+6 则 


H 1 T 
eot (n+3+6) =- T +0 (去)， m-n+3/ q(T)d7, 
nn 十 三 十 bn C 
2 
-| +0 (去 ) 
居中 1 十 I 
5 


Ve 
于 是 
1 H 1 
tan 6n7 = | +o( ;)， 0 庆 宇 = +0 (去)， 

2 T > 

nN 5 Nn 3 
故 得 

Hi 1 
7 3 +0( 言 ) 
全 下 要 区 


再 看 特征 函数 的 渐 近 式 , 由 引 理 2.1.1 与 引 理 2.1.2， 


ye 为 = 型 至 + 三 ms- (+0 )) 


_ Sin sz 二 而 ( 司 
S Ss 


于 是 


2.1 特征 值 与 特征 函数 的 渐 近 式 


rtZ) = YL, Mn) = 
DT i a 
(n+ 让 jx 
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所 以 规范 化 了 的 特征 函数 有 渐 近 式 


wi(2) = Vasn (n+ 3) Z 十 O (2) . 
假设 h= oo,H = oo, 边 条 件 变 成 f(0) = f(x) = 0. w(z, 入 ) 满足 第 1 个 边 条 件 ， 
让 它 也 满足 第 2 个 边 条 件 得 特征 值 满 足 的 方程 
sin sn a sin s(x —7) gq(7) w(7, MN)dr = 0, 
由 引 理 2.1.2 得 
Sin sz 1 
代入 积分 得 


上 ee (= +O (可 且 


二 十 i 1 
=—sinsnx | sinsTcossTq(T)d7 一 二 cossT 
S 0 5 0 


让 下 
人 
sin’ srg(7)dr+O ( 吉 ) 


1 区 
= sin xf q(T) sin 2sT dr 一 


cossnx /™ 1 
一 一 d 一 一 
[ q(7) r+0 (去)， 


co8 5T /™ 1— 人 cos2sTr hi 
=—g WN 十 O (到 ) 


故 特征 值 满足 的 方程 是 
sin sxt 一 和 cossr+O ( 亏 ) 一 3 /aar 
5 0 
即 
Si NS € 十 O ()) G0887 =:O (2) 
当 s 很 大 时 , 有 
5 八 1 


因此 存在 着 无 穷 多 个 特征 值 , 对 s 求 导数 , 再 让 s = 7 得 


下 
TcossT 十 O 六) 
S 


这 说 明 特征 值 重 数 为 1. 令 sn =n 十 6n, 则 


2.1 特征 值 与 特征 函数 的 渐 近 式 内 
CQ 外 Q | 1 
i 十 O (去) = po (去 ) 


-so 人) ro 人 (区 -so 人 (二 ) 


i 十 O (去 ) ; 
n 


2 


Nn 
i 
n n2 nn n2 


所 以 


1 区 
其 中 ,= 去 人 gq (7) d7. 类 似 地 ， 
sin(n+0 (3))s 1 
业 国 = 各) = 一 一 六 民生 +0 (去 )， 
n+0(2) 
WA 
n(n +o (8)) sonneew0 (F) e+eonesino 人 
sin |m 有 二 OO 一 jz=sinmnzcosO [~ |z+tcosnzsinO | 二 
n n n 
- 了 1 
-sinne+0 (eosnz+0 (去)， 
n n 


ee ee = ro) 0 
所 以 
加 (= 时时 +0 (去 )， 
B=/ dr = 证/ snedz+o( 志 ) 至 3 (i+0 (2)), 
#0) 
故 规范 化 了 的 特征 函数 有 渐 近 式 


mm(z) = 2sin nz 十 O (2) | 
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从 以 上 的 讨论 可 见 , 特征 值 是 整 函数 的 零点 . 


表 2.1 
ho, H 2¥.06 =i06; 时 关 -66 oo; h= vo H = 08 
Pm N+ Hom N=0 WwN+HY N=0 p(n N) =0 Vm N) =0 
1 1 
sn=nt+0(2) on=n+3+0(i) m=nt+3+0(t) “=nto (i) 
nN 2 nN 2 n n 
二 vn(z) 二 zm(Z) 
2 2 
Zn (Z) = V2 eosne 1 vn(7) = 2 cos(n+ 过) 5 
" = V sin(n + =)z a 2 = 2sinns 
1 Tt 2 T 


+o ( 吉 +o 人 2 (5 +o (1) 


因为 特征 值 是 实 的 , 所 以 这 些 乃 是 不 恒 为 零 的 整 函数 的 实 的 零点 , 由 于 整 函数 
的 零点 至 多 可 数 , 且 零 点 没有 有 限 的 聚 点 , 故 特征 值 至 多 可 数 , 特征 值 没 有 有 限 聚 
点 . 进一步 利用 了 渐 近 式 可 得 : T 存在 可 数 个 特征 值 , 没有 有 限 聚 点 , 并 且 大 的 特征 
值 是 一 重 的 . 


2.2 ”特征 函数 的 零点 


Sturm 对 特征 函数 的 零点 分 布 作 了 深入 的 研究 , 从 而 找到 了 7 存在 着 可 数 多 
个 特征 值 的 另 一 个 证 明 (1836 年 ) . 先 看 一 个 简单 的 例子 , 考虑 


M=-D’, wel0,nl. 
设 T 是 To(M) 的 自 伴 延 拓 
2(T)= {f € 2(T(M))|fF'(0) = 六 =0)}， 
显然 了 的 特征 值 是 


Oe 92. n2, 
对 应 的 特征 函数 是 
1 C0680, COSZT, sm": ; OFNV, “s: 
cosnz 的 周期 为 区 它 在 [0,2d] 上 有 2n 个 零点 , 所 以 在 [0, 相 上 有 n 个 零点 .如 
果 a,6 是 它 的 两 个 相 邻 的 零点 ， 


2.2 ”特征 函数 的 零点 67. 


—n sin nao<0, —Nn Sin noe>0, 


—n Sin n8>0 —n Sin mO<0 
pn 
对 cos (n+1)zx=cosnzcosz—sinnzsinz, 有 
cos (n+1)a=— sinnasina, 


cos (n+1)8= -sinngsinp, 
cos (n+1)acos(n+t+1)B<d0, 


所 以 a,6 间 有 cos (nn 十 1)z 的 一 个 零点 . 如 
果 ai,… ,an 是 cosnz 的 n 个 零点 ( 按 顺序 
排列 ), 因为 cosn0 = 1,cosnz 在 [0,ai] 上 下 
降 , 于 是 cos(n 十 1)ar < 0(cosnz 在 al 下 降 ， 
-msinmal < 0), cos(n 十 1)z 在 (0,a1) 上 有 
一 个 零点 . 


当 而 是 偶数 时 ， G08 (n+1) Qn > 0, cos cos(nt+1)z 
(n+1)nx = 一 1, cos(n 十 1)z 在 (am,7) 上 有 图 2.2 
一 个 零点 ; 
0 a Qs Oni) Qn 区 
图 2.3 


当 mn” 是 奇数 时 , cos (n 十 1)an < 0, cos 人 +Dr=lcos+lz 在 (ar) 上 
有 一 个 零点 . 


这 样 便 得 到 下 列 结论 : 

(1) 第 n 个 特征 函数 cosnz 在 [0,7] 上 有 m 个 零点 ; 

(2) 第 n+1 个 特征 函数 cos (n 十 1)z 的 零点 与 第 ”个 特征 函数 cosnz 的 零点 
交错 出 现 . 

Sturm 证 明了 这 是 特征 函数 具有 的 一 般 的 性 质 . 
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定理 2.2.1 设 
(1) g(z) < h(x), Ze [obj; 
(2) u,v 是 满足 微分 方程 


vu +gu=0, ++hv=0 
的 非 平凡 解 , 则 ww 的 两 个 相 邻 的 零点 之 间 至 少 有 v 的 一 个 零点 . 


证 明 (wv 一 ww) = vv ou = (ho— 


u(2) g)uyv, 设 TX1,T2 是 2 的 两 个 相 邻 的 零点 ， 车 UV 


在 (zi za) 上 不 为 零 , 不 妨 假设 wv 在 (z1,z2) 
u (x)>0 vu (1)<0 上 恒 正 ， 则 由 
pa (wv — uv’)|22 = 3 (h— g)uvdz 
得 


u (z2) v(x2) — u(r1)v(T1) > 0. 
(由 唯一 性 定理 , w(z1),w(z2) 关 0) 因为 
vU(zZi),v(z2) 0， 


所 以 又 有 


w(za)v(z2) — uz1) (7T1) < 0， 


矛盾 ! 

推论 2.2.1 设 g(x) < 一 m? <0,ze [a,9], 则 w++g(z)y = 0,x€ [a,4] 的 任何 
解 至 多 有 一 个 零点 ( 即 解 没有 振动 性 质 ). 

证 明 ”因为 y' 一 m2?y =0 的 解 y=e"? 没有 零点 , 所 以 结论 成 立 . 

定理 2.2.2( 比 较 定 理 ) 设 

(1) g(z) < h(z), x € [ao 

(2) wu(z), v(z) 分 别 满足 


u"(z)+ g(r)u(z) = 0, v(x)+h(z)v(z) = 0, 
u(a) = sina, v(a) = sina, ZE [a, bl), 


u'(a) = — cosa, v'(a) = 一 cosa， 


则 车 wu(z) 在 (o 引 上 有 m 个 零点 , v(z) 在 (a,8] 上 的 零点 必 不 少 于 m 个 , 且 v(z) 
的 第 个 零点 小 于 w(z) 的 第 个 零点 . 


2.2 ”特征 函数 的 零点 .69. 


证 明 (1) 非 平凡 解 的 零点 是 孤立 的 . 
如 果 zo 是 不 孤立 的 零点 , 则 v(zo) = 0 且 存 在 {zn}, 使 得 w(x，) = 0， ,lim zn = 
To: 因此 
u(zn) — u(xo) 
Tn — XO 


w(x0) 三 jian = 
由 唯一 性 得 u(x) = 0, 矛盾 ! 

(2) 由 于 零点 孤立 , 在 (o 中 上 存在 v(z) 的 最 靠近 a 的 零点 z1. 利用 定理 2.2.1 
的 结论 , 只 需 再 证 明 v 在 (a, zi) 上 有 一 个 零点 即 可 . 


设 v(z) 在 (a,z1) 上 不 变 号 , 不 妨 假定 w(z),v(z) 在 (a, zi) 上 为 正 ， 


a 2 


Ww (m1)<0 


加 26 
0 < ye (hte) = glo yalw ote 
要 局 (ui(zjutz) -wzju(z)j'az 
= (Ww (2)v(z) — uz) 7) = vw (21)v(z1) 


<0, 
矛盾 ! 
解 的 振动 性 质 是 二 阶 Sturm-Liouville 型 微分 方程 的 一 个 重要 性 质 ; 关于 这 个 
性 质 在 各 个 方面 的 推广 : 
(1) 推广 到 非 对 称 情形 ; 
(2) 推广 到 高 阶 情形 ; 
(3) 推广 到 偏 微分 方程 情形 ; 
(4) 推广 到 一 般 的 算 子 以 及 它 与 其 他 分 析 分 支 的 联系 . 
参见 Kreith 的 讲义 Oscillation Theory, Lecture Notes No.324, 1973, 这 方面 尚 有 不 
少 问题 有 待 研究 . 
下 面 利用 1926 年 Priifer 引进 的 所 谓 Priifer 变换 来 证 明 站 有 可 数 个 特征 值 . 
考虑 方程 
一 y/ 十 qy = 二 0， x € [a,9], gq 连续 
的 非 平凡 解 . 则 
PT) = (7) +y(z) #0 ze [a,d), 
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| y(z) = pz)sinb(z)， 
y (x) = p(Z) cosb(z)， 
显然 , y(z) 的 零点 就 是 使 0(z) = 0, 士 r 士 2r, … 的 点 . 所 以 应 当 着 重 考虑 0(z) 的 变 
化 . 代入 微分 方程 
| —p'(z)cosO(z) + p(x)sinO(7z)0 (x) + g(r)p(7) sin 0(7x) = 0， 
p'(x) sin (zx) + p(z)cosb(z)0(z) = p(z) cos 0(7), 
解 出 导数 
| p'(z)=q(z)p(z) sin 0(z) cos (zx)+p(z) sin O(2) cos 0(7z)= 3 +q(zx))p(z) sin 20(7x), 


M(B A cos2g(z) 一 g(z)p(z)sin2b(z))=cos20(z) 一 qz) sin20(z)， 


第 2 个 方程 是 0(z) 的 一 阶 非 线性 方程 ， 
0 二 cos20 一 qg(z)sin20， 
右边 的 函数 ftz,0) = cos20 一 aq(z) sin20 连续 , 而 
二 = —2cos0sing — g(x)2sinG cos0 = —(g(7x) 十 1)sin20 
有 界 , 所 以 f 关于 9 满足 Lipschitz 条 件 , 故 在 [a,9] 上 的 Cauchy 问题 有 唯一 的 解 . 
引 理 2.2.1 设 91 和 0 分 别 是 Cauchy 问题 
0' = cos20 — qi(x) sin? 0, { 0’' = cos?20 — g(x) sin? 6, 
b(a) = 0 ga) = 
的 解 , a < 6, q(x) > ga(z)h,ze [o,9], 则 
bi(z) < bo(z)， x € (a,d]. 
证 明 在 x=a 处 有 3 种 可 能 . 
.(l)a<p; 
(2) a = 6 #0(modn); 
(3) a = 8 = 0(mod7). 
对 于 情形 (1), 因为 a < 6, 所 以 由 连续 函数 的 保 号 性 ， 易 证 在 a 的 某 右 邻 域 
(aa 十 6) 上 , 01 < 02; 
对 于 情形 (2), 因为 a = 6 坟 0(modm)， 


0' (a) = cos? a — qi(a) sin2 a < cos? a — go(a) sin? a = cos2 B — gz(a) sin? B = 0%(0)) 
所 以 存在 区 间 (a,a + 5), 使 得 


bi(z) < 02(7), x € (a,a+t+ 6). 


2.2 ”特征 函数 的 零点 Ts 


如 果 bi(o+5) < 02(a+6), 还 可 以 用 这 个 方法 向 右 延 展开 去 , 如 果 91(a+6) = 02(a+6)， 
设 gi(a+6)= 02(a+6) 去 0(modn), 则 


0i(a+6) < 9(a 十 9). 


bi(a+6)<0(a+0) 


QT6—n Sy 
图 2.7 
于 是 存在 区 间 (a 十 6 一 n,a 十 5, 使 得 在 此 区 间 上 
ba(z) < 01(7), 
矛盾 ! 故 必然 g(a 十 6) = 02(a 十 6) = 0 (modn), 问题 变 为 情形 (3). 记 c=a+56, 则 
0'(c) = 0(c) =1. 
这 样 在 c 点 附近 , 在 Taylor 展开 中 丢掉 高 阶 项 , bi(z) 与 92(z) 近似 相等 , 数值 约 为 
knxt+ (x—o). 
那么 在 c 点 附近 , 丢掉 高 阶 项 以 后 将 有 
02(7) 一 的 (z) ~ qi(7) sin? (kr + (Z — ©)) — g2(2) sin? (Er 十 (zZ 一 可 ) 
~ (qi(e) — g2(0)) (z —o)”. 


这 样 就 存在 c 的 邻 域 , 使 得 
Os(7x) — 0(7) > 0. 


(i) 如 果 c =a, 则 
02(7) > 01(Z)， Zz € (a,a+te); 
(人 如 果 c= a 十 5, 则 由 前 面 的 推理 , 将 有 


02(7) <O0(7), rzE(a+6—e,a+td). 


矛盾 ! 所 以 不 可 能 有 c= a 二 6. 
引 理 2.2.2 设 gq(z,) 是 [a,4] x R 上 的 连续 函数 , 极限 lim gq(z,) = 
一 29， Jim d(z, 和) = oo 关于 ze [a,0| 一 致 成 立 , g(z, 和 ) 是 Cauchy 问题 


0' = cos?2 0 + q(x, A) sin? 6, 
0(a) = a € [0, 7) 


的 解 , 则 9(zx, A) > 0， ,lim 0(6,N) =0, lim 0(b,N) = oo. 
证 明 (1) bg(z,A) > 0. 
若 9(a) > 0, 则 在 某 个 区 间 (a,a 十 6) 上 9(x, 入) > 0. 当 9(a) = 0 时 , 因为 
ga = 


所 以 也 有 此 结论 . 如 果 b(z, 入) 在 (ab 上 不 正 , 必 有 ce (oa 使 得 在 (a, c) 上 ,9 > 0， 
但 


Gte, N= 0, 
于 是 
te N= 
入 人 人 存在 某 个 区 间 (c,c+), 使 得 
图 2.8 gb(z, 和 A) > 0， ze (c,c+n), 
因此 总 有 


0(z,N) 20, vela,bdl. 

(2) lim 0(6,N)=0. 

任 取 0<B<, 取 4 满足 a < 4 < 作 联 结 (a, 4),(b,B) 的 直线 90(z) 如 
图 2.9, 因为 snbo(z) 在 [a,b] 上 有 正 的 下 界 ， ,lim gq(z,N) = 一 co 对 ze [a,0| 一 致 
成 立 , 所 以 存在 Xo, 使 得 当 入 < Xo 时 有 


pe WE 
cos? 0 (x) + q(x, 和) sin? bo(z) < 


ee ZE [a, 0]. 


考虑 g(z, AM)，(z,A) e [al x (一 00, A0), 这 时 必 有 0(z, 入) < go(z), 否则 应 有 一 
处 相交 , 在 相交 点 上 , 曲线 0(z, 和 ) 的 斜率 将 > 也 二 人 ,可 是 在 该 点 上 


a 


B 
0'(x) = cos2g(z) + g(x, \) sin? (x) = cos2go(z) + q(z, A) sin? do(7) < nt 
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矛盾 ! 所 以 , 当 入 < ho 时 , 由 (1) 有 
0<0(b,N)<B. 


由 于 B 是 任意 的 , 故 
,lim 0(b,N) =0. 


(3) lim 0(b, A) = o0. 
因为 Jim q(x,\) = co 对 z € [a,0] 一 致 成 立 , 故 对 任意 的 M > 0 存在 Ni, 使 
得 当 入 > Xi 时 , aq(z, 和 ) > M 且 


cos? 0(z, 入) +q(z, 和)sin2b(z, 入 ) > 0， ze [a, 9]. 


于 是 当 (zx, 入) e [a, 0] x (A1,00) 时 , 9'(zx, 入) > 0, 即 当 入 > Xi 时 ， 0(z, 入) 是 z 的 增 函 
数 . 这 时 , 固定 和 > Xi, [a,9] 是 两 个 不 相交 的 集合 的 并 ， 


Bx = {z € [abllsinb(z, 入 )| > MX ， 


成 三 {zx e [a, bl| lsin 9(z, 和)| < M3}. 


前 者 是 一 些 开 区 间 的 并 , 后 者 是 一 些 闭 区 间 的 并 , 这 两 类 区 间 是 相互 交错 的 , 下 面 
来 估计 这 种 小 区 间 的 长 度 . 对 任何 ze U、 都 有 


0'(z,\) > M3. 
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在 各 个 小 区 间 上 , 9(z, A) 的 变化 小 于 x, M 越 大 , 变化 范围 也 就 越 接近 r. 由 中 值 
定理 , 这 种 小 区 间 的 长 度 有 估计 


T 0(n, 入 ) 一 05 入 ) er 去 
n—é ~ 
n—€<nM-3. 


而 对 任何 ze 从 都 有 
BA 三 (1 — sin? b(z, 入 )) + qlz, 和) sin2 0(z， XS = 


M3 


图 2.10 


当 M 充分 大 时 , 9(z, 入 ) 在 某 nr 附近 变化 , 所 以 在 这 种 小 区 间 上 , 0(z, 和 ) 在 正弦 的 
一 个 单 值 分 支 的 定义 域内 . 所 以 
O(n,N) — 0(é,N) =(—1)"-inn — arcsin(sin 0(n, 和) — (—1)" nr + arcsin(sin 0(€, 和 )) 
=arcsin(sin 0(é€, 入 )) 一 arcsin(sin (7n, 8)) < 2arcsin M-3. 
四 0(n, 和 A) — 0(é, A 
由， es Le Ol(zosA)>1 二 NM 
得 这 种 子 区 间 的 长 度 
2\-1 2\-1 1 
而 三 过 区 M- (0(n, AN) — 0(é,N)) < (1 四 M3) 2arcsin M3, 


由 于 i 

有 各 商 -0 各 .22 9 
所 以 M 越 大 , [a, 相 上 这 种 交错 子 区 间 的 对 数 n(M) 就 越 多 ，Jim n(M) = oo. 每 
经 过 一 对 这 样 的 子 区 间 , 9(z, 和 ) 就 要 相差 一 个 r, 因为 9(z, 和 ) 是 z 的 增 函 数 , 故 当 


久 > Xi 国 ， 


0(b, A 和) 一 0(a 入) > n(M). 
因此 
dm 0(b, A) = oo 
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定理 2.2.3 设 了 是 To(MW) 的 自 伴 延 拓 ， 
2(T)={f € 2Z(T1(M))|f(0) cosa — f°(0)sina = 0,f(n)cosB— ff’ (n)sing = 0}， 


0S asm ERS 


则 
(1) TT 有 可 数 多 个 特征 值 
人 < AL er A Lim 和》n = 00; 
(2) 对 应 于 和 的 规范 化 特征 函数 en(z) 在 (0,r) 上 及 n 个 简单 零点 . 
证 明 令 
y(z, AN) = p(z, 和) sin 0(z, 入 )， 
Vi(z, 和) = p(x, 和 ) cos 0(z, 入 )， 
其 中 , y(z, 入 ) 满足 
-y+ qy = M8. 
于 是 


p(s,N = 3 (+ a) — A) ple, Nsin20(z,N), 
0'(zx, A) = cos2b(z, 和) + (A — q(x)) sin? 0(z, 入). 


初始 条 件 9(0, ) = a 唯一 确定 了 9(zx, 入), 由 引 理 2.2.1, 它 是 和 的 增 函 数 ; 由 引 理 
999 化 非 换 上 县 


,iim Wn;A) = 0, Jam me 
由 于 有 了 b(z, A), 从 po 的 微分 方程 可 解 得 
Tops , 
molz 为 = A dk 
ln p(0, A) =0, p(0, 入) =1， 
p(z, A) = @¥ /0 (1+q(t)—N) sin 20(t,N)dt 

当 和 固定 时 , p(x, 入 ) 在 [0, 7] 上 连续 , 有 正 的 下 界 . 

y(7, A) = p(x, A) sin 9(z, 入) 
满足 

-y+qy= XN 
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且 
y(0) cosa — yy (0)sina = sinb(0,A) cosa — cos0(0,N)sina = sin (9(0,N) — a) = 0， 
代入 第 2 个 边 条 件 
y(n) cosB— y(n)sing =p(n,N) (sinb(r,A)cosB 一 cosb(r, A)sinD) 
p(n, 入 ) sin(0(T， 入 ) Se DB). 

如 果 能 找到 A, 使 得 gm 和 An) = 8 + mm n = 0,1,2,.… (因为 9(z,) > 0， 
0<Bgz 所 以 n 只 好 取 非 负 整 数 ), 则 y(z, 和) 也 满足 第 2 个 边 条 件 , 因而 X" 是 
特征 值 而 y(z, 和 ) 是 特征 函数 . 

事实 上 , 9(x, 和) 是 和 的 严格 增 函 数 ， im b(m, 和) = 0， im bm 入 ) = co, 所 以 
方程 g(r, A) = 8 + nz 有 唯一 解 和 An, 这样 , 由 单调 性 和 lim b(r, 和) = oo 便 可 以 得 
出 无 穷 多 个 特征 值 入, 满足 


六 过 A Nn Ms S00. 
人 一 OO 


对 每 个 X\， 特 征 函 数 是 y(z, X,) = p(z, 和 n)sin0(z, 和 An),， 以 wn(z) 表示 它 的 规范 
化 .下面 考虑 wn(z) 的 零点 . 因为 p(z, 和 Mn) 有 正 的 下 界 , 所 以 wn(z) 的 零点 是 使 
0(7z, Mn) = 0(mod7n) 的 点 , 在 这 种 点 上 
pn(z) 二 Gy (es; Mn) 区 土 cnp(z, Mn) A 0, WW (0; Mn) 3 plz, Mn) cos 0(z, Mn), 
因此 零点 是 简单 的 . 如 果 
0(zo, Mn) = kn, 
则 
0' (zo, Mn) 王 ' 此 
所 以 g(z, 和) 在 zo 关于 zx 是 增加 的 , 这 样 9(zx, A) 便 只 能 取 一 次 kr 这 个 值 . 否则 
存在 zi > zo 使 得 9(z1, 和) = kn 则 0'(z1, 和 An) < 0, 这 不 可 能 ! 当 n > 0 时 ， 


0(0,Mn) =a, O(n,Mn) 三 0 二 mm 


Lo Tl 
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所 以 (a, 6 十 nn) C 9(zx, 和) 的 值 域 . 因为 
0 VHCN, 
所 以 
T 27, 3m, ,NT € (0, B+ nn), 


于 是 on(z) 在 (0,7) 上 至 少 有 n 个 零点 .pn(z) 又 不 能 再 有 别 的 零点 , 如 果 它 还 有 
一 个 零点 z1, 则 
Om A) 二 Bm 太 室 和 


于 是 由 9' (zi, An) = 1, 9(z, Mn) 在 这 种 点 处 关于 z 是 增加 的 ， 


hk 二 (n+1), = => 


图 2.12 


于 是 
(n+1)n28+nnz=0(n,Mn) > Or1,Mn) > (n+ 1)n, 


矛盾 ! 所 以 pn(z) 在 [0,7] 上 惟有 个 零点 . 


2.3 ” 按 特 征 函 数 的 展开 


这 一 部 分 要 证 明 TT 的 特征 函数 组 成 了 平方 可 积 的 函数 空间 ZL? [0, x] 的 规范 正 
交 基 , 由 此 便 得 到 T 的 谱 分 解 . 这 便 是 Hilbert-Steklov 的 理论 . 考虑 微分 算式 


if 三 一 刀 2 十 9， 2Eeloa，q 连 续 . 
设 T 是 TH(M) 的 一 个 自 伴 延 拓 


U1(f)= f(0)cosa— f'(0)sina=0, 
12(f)= f(r) cosB— f(r)sing=0 


设 {Xnjn = 1,2,…} 是 7 的 特征 值 , yp 是 对 应 的 规范 化 特征 函数 . 如 果 入 冯 和 x, n= 


(TD)S |， € 9(TI(M)) 


| a,p eR, 
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{Anln = 1,2,…}.， 下面 来 计算 积分 算 子 R(A,T) 的 核 


Green 函数 . 设 f e 


2[0, 克 |; 下 证 
| WW- My=7, 
li(y)= 2(y)=0 
有 唯一 解 . 设 yi(z, 入), yz(z, 和) 分 别 满足 
MYyi = Wi1, My2 = Xy2， 
yi1(0) = sina, y2 (7) = sin pb, 
y1(0) = cosa, y2(7) = cosp, 


由 定理 2.1.1, yi,y2 都 是 和 的 整 函数 , 显然 1(y1) = 0,12(y2) = 0. 


0= MWiyz — MWivyz = yeMyi 一 页 My = yo(—Y + 9Yy1) — Yi(—Yyy + qy2) 
= Ny — yy = (NW — WY) , 
所 以 WW,2) = 仍 俊 一世 与 x 无关 , 它 是 和 的 一 个 整 函数 ， 记 为 w(A)， 当 


入 闫 和 Ann = 1 2 … 时, my2 线性 无 关 , 于 是 w(A) 二 00. 这 样 , 非 齐 次 微分 方程 边 
值 问题 的 解 y 便 可 表示 成 y = ciyi 十 caya 十 yo, 其 中 , yo 是 Cauchy 问题 


MNN— My=/, 
y(0, 和 A) = vy(0, 和 A)=0 
的 解 . 
用 常数 变易 法 来 求 yo. 设 yo = Ayi + Byo, 则 
y=Ay+ By Ayit+B'yz=0, 
y0 =A'Yi + By + AyY + By?, 
f=MWo — Myo = Mo + Y0 — qyo 
=A(Ayi+ By2)+ AYyit+ By + Ay + By? — a(Ayi + By2) 
=A'y + B'ys, 


A'y + B'ys = 0, 
Ayi+By=f 


@ 否则 , 如 果 w(A) = 0, 则 1(z, 入 ) 与 yz(z, 入) 相关 , 所 以 和 是 特征 值 , 因此 
入 是 特征 值 今 入 是 w(A) 的 零点 . 
这 就 给 出 了 一 个 确定 特征 值 的 方法 . 
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解 得 
0 V2 
/ k 2 fy2 
ts 
dr 0 
Vi 到 fy 
w(A) w(N) 
= /f(t)ya (tN) 
vy2 \L, 
4A=/ ~ arto, 
B= 人 TO ato, 
这 样 Se 
w=on+byt / 本 a at N= (es Nh NI 
由 


0= 20(0， 入 ) 3 ay1 (0, 入 ) 本 22%2(0， 入 )， 
因为 yi(zx, 入), yz(z, 入) 线性 无 关 , 故 a = = 0， 所 以 


| 0 = yo(0, A) = ayi(0, 入 ) + by2(0, 和 ), 


wo)= 1/ l 2 tab A 2 sa be, A 


现在 再 用 边 条 件 来 定 cl 与 c2. 


| 0 三 h1(y) = cili(yi) + coli(y2) + U1(yo) = c2l1(y2), 
0=12(y) = cil2a(y1) + c2l2(y2) 十 jz2(yo) = c1l2(y1) 十 12(yo)， 


由 于 和 不 是 特征 值 , hi(y2) 夫 0, 故 ca = 0. 所 以 


cl (yi(, A) cos B—yi (nT, 和 A) sin B+ 人 f(t) (yi(t, Ny (mr 入) 一 说 (mr 和 A)y2 (t, A))dt 


-6 { 100 tat Nl N Wl edt=0 


而 


y1(7, A) sin B 
yi (7, 和 ) cospB 


l2(y2) = 0, 


y1 (m， 入 ) V2(m， 入 ) 
yi (7T, 入 ) YT, 入 ) 


= 入 ) cosB—y (m， 入 ) sin b, 


w(A)= 


-80 . 第 2 章 常 型 自 伴 微分 算 子 的 谱 论 


故 
而 大 风干 ， 人 (un (me A) cosB + Wm, A) sin 8)f Ce)yalt, Nat = 0, 
即 
clw( 入 ) 一 4 f(t)yz(t, A)dt = 0, 
a =a Owl Nat 
这 样 便 得 
yi 0 人 J Xj 
4 由 f(t) (yt, Nya(z,N) — (x, Nya(t, A)) dt 
1 加 I 由 
-65 Ju uc Nat + 3 / f(D (z, Nyalt, Nat 
3 Gl(z,t, A)f l(t)dt, 
0 
其 中 ， 


Ji(Z, 和 )y2(t, \) 
w(A) 


这 样 边 值 问题 的 解 便 存 在 , 而 且 解 必然 唯一 , 因为 若 y 与 都 是 解 , 则 y 一 满足 


| Mz=AS 

(2) = :2(2) =0. 

由 于 和 不 是 特征 值 , 它 只 有 零 解 , 于 是 y= 
显然 G(z,t, 入) 有 下 列 性 质 : 
(1) G(z,t, 入 ) 是 {(z) 昌 0 和 zt 和 rr 上 的 连续 函数 ; 
(2) 


yi(t, 和 )y2 (x, 入 ) 
| nt 
(we 


a 


y(t NY AN) lt Nya(b A) 

w(N) w(N) 

(3) 对 固定 的 (z,t), G(z,t, 入) 是 和 的 半 纯 函数 , 特征 值 wm = 1,2,… 是 它 的 
简单 极点 (特征 值 是 一 重 的 ); 

(4) G(z,t,N) = Glt, 7,N); 


OG 加 
=———(t— 0 N= 
Br (t+ 0,t,N) Bt 0,t, A) 
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ee 


(5) 因为 yi(z, 人 入 ) = yi(z, 入 ,i = 1,2, 所 以 w (入 ) 二 w(). 于 是 
G(z,& A) = G(r t, MN. 


如 果 和 是 实 的 , 则 yi(z, 入 ), yz(z, A) 可 取 为 实 的 , 于 是 w(A) 也 是 实 的 , 因此 Glz,t, A) 
是 实 的 . 
(6) 作为 z 的 连续 函数 , 当 x 关 t 时, MG = AG 且 1(G) =12(G) =0. 
称 G(z,t, 入 ) 为 边 值 问题 
| Wy- My= 1, 
L(y)=12(y)=0 
的 Green 函数 . 
从 以 上 的 计算 , 得 到 
定理 2.3.1 如果 和 不 是 特征 值 , 则 对 任何 } e L?[0,], 存在 唯一 的 ye 9(T)， 
使 得 | 
MW- My=f 
有 TT 
A 人 G(z,t, A)f (t)dt. 
换 旬 话说 , Ae p(T) 并 且 R(A,T) 是 以 Green 函数 为 核 的 积分 算 子 . 
定义 2.3.1 设 五 是 Hilbert 空间 , 9 是 测度 空间 , 了: 万-，L2(8) 是 线性 算 
子 . 如 果 存在 抽象 函数 K : 8 一 及, 使 得 对 一 切 f € 9(T), (Tf)(z) = (K(z), 甩 关 
于 ze 1 几乎 处 处 成 立 , (,.) 是 互 里 的 内 积 , 则 称 了 是 一 个 Carleman 算 子 . 
在 这 里 , 有 H = L?[0, x], f = [0, 7]， 
K(z) = GI(z, 办 入 )， 


(RO,T)f) (2) = Gl,t, NOt = (KE 有， 


所 以 R(A,T) 是 一 个 Carleman 算 子 . 实际 上 , 由 于 G 是 二 元 连续 函数 ， 属 于 
ZL2([0, zt] x [0m), R( 和 ,了 T) 是 个 Hilbert-Schmidt 算 子 , 因而 ROA,7) 还 是 紧 算 子 . 
定理 2.3.1 的 证 明 
G 在 {(z,bl0< 和 zt<rl 上 连续 , fe Z2[0, 可 ,所 以 积分 


a 站 Get Nf (Ddt 
存在 , 由 于 G 满足 边 条 件 , 故 


L(y) = 12(y) = 0. 
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下 面 验证 它 满足 方程 


ve N=205 { fe Neo, Nat+t 05 |. mo, Nuale, Net 


y'(z, A) = et f(z)yi(z, A)y2(z, 和 ) 十 a 二 f(t)yi(t, 和 )y2 (zx, 和)dt 
-nt (x)yi(z, A 和)y2(T, 入 ) 十 5 f (ty (zx, Ny2lt, 8)dt 

= | OW Ne Watt wo [ sow, Nate Wat 
CR A OA 


i (Zz)y’ (x, AN)y2 (x, A) 十 go 让 f (ty (DA)ya(t 和 dt 


= + fn Ne Nett sb | SOW Nol Net 


MW(z, NMy(z,N) = jh f(t lt wz Natt 六 人 f(D (z, ob Nat 


v0 
+ + 下 f(D lt, Nr, Nat 


Fo 5/ (OW (x, ob Nat 
ed) J 人 7 的 页 作 Noa(z Nat 
1 Tn 
-qo) 0 [ f(s) (z, Nyalt, Ndt 


= a i f(t)yi(t, A) (M82,N) + yz,N) — q(x)y2(T, A)) dt 


ool (t)y2(t, A (Mi(z, NYY (x, A)-q(T)y1(z, A) dt+f (7) 


=f(2). 
推论 2.3.1 工 有 纯 点 谱 . 


推论 2.3.2 resx,G = pn(z)pn(t). 
证 明 .因为 和 是 w(A) 的 简单 零点 , 所 以 


并 (A— Mn) G(z,t,N) = cy (t, Mn) y2 (7, Mn) = Tpn(T) Pn(t). 
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下 面 来 定 因为 = F(T An) 满足 2 个 边 条 件 且 


a 
所 以 ee 
= 人 G(z Ny (tAn) dt 
CX = Ne Rj ee dd ta 
让 入 一 XM, 则 有 
epsDendt= en 
cpn(zZ) = rn(2Z)， 
所 以 E= 1. 
从 2.1 节 得 到 的 特征 值 的 渐进 估计 知 
Wn 
所 以 
=0(n) 
于 是 可 以 考虑 级 数 


由 引 理 2.1.2, pn(z) 关于 n 有 界 ， 所 以 级 数 在 
Tr tO < te (MNAF A = 
上 绝对 收敛 . 如 果 (z, 固定 , 和 关 和 n,n = 1,2,…, 则 R(z,t, 入 ) 在 入 处 解析 . 因为 
存在 闭 圆 
Bi(A) ={ 必 一 AS 0， 
使 得 
BsOAN{AnIn=1,2,:.…}= 8 


每 一 个 ee 在 Bs( 和 ) 上 解析 ， 由 于 全 让 
,lim Xn = co, 所 以 存在 no, 当 n>no 时 ， < 一 一 


A—AMn| 2 Mn 一 | 和 | > 0. 图 2.13 
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于 是 
lp—AMnl2|A -MIA—4>|A-— Ml -5M — |A|-— 
[pn(z)pn( D)| _ C 
lk—Anl 人 = 


这 样 级 数 》、 2" 中 2n(9 2 便 在 B;(^) 上 一 致 收敛 , 所 以 Rtz,t 站 在 Bs( 和 ) 上 解析 . 


n=1 
于 是 R(z,t, 和 ) 和 0 {Xxnln = 1,2,…} 是 它 的 极点 . 所 以 R(x,t, 入 ) 是 
G(z,t, 入) 的 主要 部 分 . 令 


El(z,t,M) = G(z,t,N) — R(z,t, \), 


则 (zx,t, 入) 是 入 的 整 函数 . 

定理 2.3.2 El(z,t,A) 三 0. 

证 明 ”因为 B(zx,t, 入 ) 是 整 函数 , 所 以 只 要 证 明 和 € RNA{Xm = 1,2,…} 时 ， 
E(z,t, 入 ) = 0 即 可 . 由 于 当 入 ER\ {Mnln = 1,2,…} 时 ， 


G(x,t,A) = G(z,t,N) = Gt, 7, 和) 


且 G(x,t, 入 ) 在 [0,7] x [0,7] 上 连续 , 所 以 算 子 
入 1 “Bln, A 
0 


是 L2[0,7z] 一 Z2[0, 可 的 紧 自 伴 算 子 ， 如 果 E(z,t, 入 ) 去 0, BB 是 个 非 零 算 子 , 必 
有 非 零 的 实 特征 值 y(||El| 冯 0!), 设 对 应 的 特征 向 量 为 h, 则 (可 以 假定 h 是 实 


的 !) | Beet Wnt = yh(z)，( 由 此 可 见 h 连续 !) 由 于 > 


0 当 z 固定 时 , 对 + 一致 收敛 , 因此 可 以 逐 项 积分 
n=1 nN 


uh(z) = | Gt Nn ou - 立 直 no) 和 = 人 0 pnlt 


这 样 两 边 乘 以 pm(z) 再 积分 


[ef eemon) 


= nemast {Oe 


Pn(T) pm(T )dz, 
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左边 由 于 G 连续 , 二 重 积分 绝对 收敛 , 可 用 Fubini 定理 . 而 右边 由 于 


所 以 》 一 pn(z)pm(z) 在 0, 本 上 一 致 收敛 , 可 以 逐 项 积分 , 因此 得 
n=1 外 
J h(t) ( [ G(x,t, Npm cdz】 dt = yhm + i 


但 是 由 推论 2.3.2 的 证 明 可 知 


y Gl(z,t, Npm (zx)dz = . ( 入 )pm(Z)dz 一 Se EF 


mm 


于 是 
m™m hm 


We 
Khm = 0, 所 以 hw = 0. 这 样 便 得 


G(z,t, Ah(t)dt = uh(z). 
0 
左边 作为 z 的 函数 在 2(T) 中 , 而 


OF=T) jh = T= 上 人 


Th (X23) 
HL 


这 表示 入- = 也 是 特征 值 , 这 是 不 可 能 的 , 故 (zt,) = 0. (和 二 不 可 能 是 某 个 
Mn, 因为 hn = (h, pn) = 0) 
推论 2.3.3 ” 设 入 关 入 ,n==1,2,…, 则 对 任意 的 f e L2[0,]， 


即 


(RO DD 0) = 5 nle), 


其 中 , f= (f, pn), n = 1,2,…, 级 数 在 [0, 7] 上 绝对 一 致 收敛. 
证 明 
Ow Ne lsd ye 
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对 于 固定 的 z, 作为 的 函 数 ， 下 Je 人 一致 收 伍 到 G (z,t 入 ,因而 平均 收 


化 于 是 由 内 积 的 连续 性 可 得 
多 人 
Glz,t, Nf (iat = 2 /7 wat 


而 
|fn| < al n= 1,2,.…, 


jpn(z)| 和 4,n = 1,2,…, (由 引 理 2.1.2) 故 收敛 是 绝对 一 致 收 化. 

定理 2.3.3 {wn} 是 [0,7 的 规范 正 交 基 . 

证 了 明 ， 设 了 eB 记 二 (二 0 mel RD 
起 六 三 泵 

由 此 不 难得 到 了 的 谱 分 解 


Pf = > 并 Pn) Pn, 入 E (一 co, co)， 


TN 


| 入 dP. 


特别 地 , 如 果 vw e C2[0,zxl, ma = 12(v) = 0, 则 we 29(7), 记 f= QT- Tu, 
则 w= R(A,T)f, 那么 


De 


ulz) = (RN,T)f)(T er- 


于 Pn(7) 在 [0, 7] 上 一 致 成 立 ， 


f= (fpn) = (Thu, pn) = MX— Xn)(u pn), 
所 以 wz) = 》 (wpn)pn(z) 在 [0,zg 上 一 致 成 立 


例 2.3.1 ”1M 二 D2, ze [0,1], To(M) 下 半 有 界 , 下 界 为 00. 是 To(M) 的 
Friedrichs 延 拓 , 所 以 o(T) Cc [0, 00)， 


2(7)= {f € 2(T(M))|I#(0) = f(1) = 0}. 


来 求 o(T). 考虑 
| -= 
y(0) = y(1) = 0. 


1 Es 1 Le 
Of e oF(0.), To = -1 Tae = -T+ [ Ilar= f IPar >0. 


2.3” 按 特征 函数 的 展开 


(1) A<0,A=—k2, 


y 一 CC 十 coekz， 
y(0) == 0， Cl 十 C2 二 0， 
y(1) = 0, cie™* + c2e* = 0, 


所 以 C1 三 C2 一 0, 入 不 是 特征 值 . 


(2) 和 =0, 
Y= citc27,; 
y(0) ="0; &=0, 
y(1) = 0， c="0, 
和 也 不 是 特征 值 . 
(3) 赤 肥 0 天 三 并 ， 
4 = c1 cosKZ 十 c2 sin ky, 
y(0) = 0， ci=0, 
y(1)= 0, cz2sink=0, 
k= Nn 入 二 m2r2,7m = 1,2,.… ,所 以 


oT)= {nm l= 名 由 


1 teu 
. sin2 nnxrdz a mt 至 a 
0 0 2 2 


on(z) = V2sinnnz. 


对 任意 的 fe L?[0,1], 有 
SS 人 Wa) pi = 7 f(t)V2sinnntdt. V2sinmrz 
n=1 n=1”0 
co jl 
- i 
2> | f(t) sinnntdt: sinnnz 


这 是 Fourier 正弦 展开 . 


当 入 尖 m2r2,m = 1,2,.… 时 ,来 求 R( 和 ,T), 即 要 求 Green 函数 G(z,t, 入 ). 


和 A 关 0, 


| —Yy = MW 
yi1(0) = 0, vy1(0) = 1, 


7: 


假设 
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yi = AcosVAT + Bsin VM 
因为 y(0) = 0, 所 以 A=0; 而 y(0)=1, 所 以 BVM=1，B= 


1 
可 证 
人 sin VM 
21 所 ， 
再 设 
| —Y2 = M2, 
y2 = Acos VAr + Bsin VM\z, 
因为 yo(1) = 0, 所 以 
AcosVA+ BsinVA= 0; 
而 %(1) = 1, 所 以 
—VAAsin VA+ VABcosVA=1. 
于 是 
多 二 " ee : ws -空间 
友 COS 
COS WA 和 0 cos VX 
B= 基本 下 = = 区 》 
Sin 太 
22 cos VAXr + 2 sin V》z = 了 sinVA(z— 1) 
VA VA VA ; 
sin VA _ sin VA Re cos VA ee , 
w( 入 ) = vA vA VA = 一 - sin VA. 
cos VXz sin VAsin VAz + cos VAcos VXz vA 
可 见 
oT)= {MN =0= {nmrn=1,2,.…}: 
当 入 关 0 时 ， 
inVA in V 入 > 
ee (ve ve) /or tz 
(二 


sin VXZz sinVA cos VA . 
车 (- yi cos VE 十 a) oy 让 


2.3 ” 按 特征 函数 的 展开 .89 . 


sin VA 

有 人 in VA - Le) HR 
sin VAz 
CsinVAGL -上 [2 


对 于 大 二 从 取 wm(z) = z， ya2(Z) = 一 1 十 2， 可 得 


—t(1—7x), t<&, 
G(%;t0) 和 二 


一 尼 人 一 在 下 福 冯 


这 里 只 得 到 了 在 平均 收敛 意义 下 有 


= >》 (fpn)pn(z), fe Ll[0,n), 


即 
访 2 
im | |f(z)— D> (f, pk) pr(z)| dz =0. 
0 k=1 
那么 这 一 收敛 性 质 能 否 进一步 加 强 呢 ? 例如 , 是 否 有 
= >》 ( 户 pp)wx(z 
k=1 


几乎 处 处 成 立 , 点 点 成 立 或 是 一 致 收敛 ? 
下 面 还 是 把 确定 9(T) 的 边 条 件 写 成 


f°(0) —hf(0)=0 
f'(n) + Hf(n) = 
假定 h 了 co, 吾 关 co, 其 他 情况 可 以 类 似 地 讨论 . 设 g(z) 在 [0,zj 上 有 有 界 的 导数 ， 


则 有 
1 1 1 
A = =n+2+0( 雯 )， c=i(n+a+3/ oldz)， 
n 了 区 2 /0 


二 (cm 2 sinng) +0 (去 ) Ee 3 /alot 


如 果 fe 52[0, zo, 则 了 在 [0,x] 上 Lebesgue 绝对 可 积 , 考虑 它 按 特征 函数 展开 的 部 
分 和 


Sws(®) = Doe) vl) = 人 “0) YS pre)pe() 
k=1 0 R=1 
以 及 在 [_x 可 上 作 侦 延 拓 后 按 三 角 函数 展开 的 部 分 和 


n x 1 di 
on,f (2) = 下 cos kx = [ f(t) 人 ee Doonooskt] dt, 
k=1 k=1 


ed i 
引 理 2.3.1 ”存在 常数 C, 使 得 
,fe eR 
证 阴 
wl ti = co8ka cos 


三 多 攻关 十 O 
区 帮 及 k2 


-去 (+ B(z) — | 


+ (99 的 -8 四 的 ) wrizsn) +0( 训 ) 


= (6(z) + B(O)sink(z +t) + (P(e) — PE) sink (2 —) +0 上 


Sin KZ coskt 


因为 8(z) 在 [omj 上 有 界 , 所 以 只 需 证 明 在 |0,z] 上 一 致 有 界 即 可 . 


1 
ssin (n+ 3): 
1 
= — t+/ 二 sn (n+ 3 ) rae 
0 l " \2sins t 


2.3 ” 按 特 征 函 数 的 展开 


显然 
于 是 
元  s 开 T 
mal < / Traut / = 
0 0 |2sin 二 t 
2 
lim 一 一 | = 1im 
和 
2 2 
下 7sin5 
ey es a 一 LR 
2 2 2 2 2 
引 理 2.3.2 ”如 果 f e C2?[0, x] 且 满 足 边 条 件 
f'(0)=h1(0)=0, f (nm)+Hf(n)=0, 
则 


T 


lim B(x,t)f(t)dt =0 
0 


nO0 


对 于 z e [0, 7] 一 致 成 立 . 
证 明 由 Fourier 级 数理 论 ， 


lim ons (2) = f(2) 


一 者 


村 
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对 于 ze [0,1 一 臻 成立. 另外 , 由 推论 23.3 也 有 
im, Suy(z) = 1 
对 于 ze 0, 一 致 成 立 , 于 是 得 
加 /mb1Odt= am (Sort -ourG)=0 


对 ze [0,7] 一 致 成 立 . 
定理 2.3.4 ”对 任意 的 fe L?2[0,7], 极限 


lim (Sn,f(7) — on,f(7)) = 


对 于 z es [0, 7] 一 致 成 立 . 
证 明 任 给 s> 0, Vf e L?[0,], 存在 he Cg (0,), 使 得 


和 f(z) -h(n)ldz < 总 
C 即 引 理 2.3.1 中 之 常数 . 于 是 
A [ "Bl(z, (FE) — h(t))at+ y "Bl(z, h(t)dt 


利用 引 理 2.3.2, 存在 NN, 使 得 当 n > N 时 ， 


上 oe, D(a <2, zel0,7. 
0 2 
因此 当 n NN 时 ， 
[Bs(2) — gis (ao)| < [ |B IFC) -ADldt 


十 


$B, (2, p(t a 
. 2 ”3 


这 样 , f e L2[0, 7] 按 特征 函数 展开 的 级 数 在 [0, zd] 上 某 一 点 收敛 或 发 散 的 性 质 
便 取决 于 它 的 余弦 级 数 在 该 点 的 收敛 与 发 散 的 性 质 . 
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2.4 常 型 自 伴 微分 算 子 的 谱 分 解 
设 nn 
M = 了 pk(z)De， ze[a 
K=0 


是 对 称 的 正则 微分 算式 (所 以 系数 可 以 是 复 的 ), T 是 Tb (M) 的 一 个 自 伴 延 拓 , 则 


2(7)= {rese (M)) 


Uf=> oD 17(a) 十 》 BinD*1f(0)=0,7=1,.… "| 
有 三 于 k=1 
这 里 4 = (ajk),B = (Bjk) 满足 1.3 节 定 理 的 条 件 . 要 考虑 T 的 谱 分 解 . 
定理 2.4.1 算 子 了 7 存在 着 至 多 可 数 个 特征 值 , 特征 值 集合 没有 有 限 的 聚 点 . 
证 了 明 取 ce [a,0], 设 gj(z, 入 ,j=1,…,n 是 Cauchy 问题 


My = \, 
y(*-n)(c) = hy B= 


的 解 , 则 {gj;(z, 入 17 = 1,…,n} 是 My = Xy 的 一 个 基本 解 组 . 和 是 工 的 特征 值 当 
且 仅 当 存在 一 组 不 全 为 0 的 c1,… ,cn, 使 得 


U; (Fae) -0 WE We 
k=1 
即 和 是 了 的 特征 值 当 且 仅 当 


4(A) = det (Ujpx) = 0. 


因为 oj(z,A), 7 = 1,… ,n 是 和 的 整 函 数 , 所 以 A(A) 是 整 函 数 , 由 于 了 没有 复 特 
征 值 , A(A) 是 不 恒 为 0 的 整 函 数 , 根据 整 函数 零点 的 性 质 , 特征 值 至 多 可 数 , 它们 
没有 有 限 的 聚 点 . 

想 证 明 T 具有 纯 点 谱 , 于 是 和 只 要 不 是 特征 值 , 它 就 是 了 的 正则 点 , 既然 了 
是 微分 算 子 , 那么 豫 解 算 子 R(A,T) = (MT 一 T)-! 看 来 应 当 是 积分 算 子 , 下 面 来 找 
这 个 积分 算 子 的 核 . 

定理 2.4.2 ”存在 定义 在 R= {(z,t, 入 la < z,t < b, 和 EC} 上 的 函数 G(z,t, 入 ) 
有 具有 下 述 性 质 : 

(1) 对 任何 固定 的 (zx,t), G(z,t, 入) 是 和 的 半 纯 函数 , 极点 为 了 的 特征 值 (G 在 
C 上 除去 极点 外 是 解析 的 , 如 果 在 极点 处 令 G(A) = oo, 则 G : C 一 CU {oo} 是 一 
个 连续 函数 .); 


(2) 三 t, 和 ,k= 二 0,1,…,n 一 2 在 Ro = {(z,t, 和 la < zx,t<b, 和 大 特 征 值 } 


上 连续 . 2 
~ ; 


Be CC t, 入 ) 分 别 在 Ri1= RoN{(z,t, 和 入)|z<t} 和 R2= RoN{(z,t, A) |z>t} 


让 ee 
) 作为 z 的 函数 , 入 尖 特 征 值 , 当 x 关 t 时 , MG = AG; 

5) 作为 z 的 函数 , 和 冯 特征 值 , UV;G = 0,7 = 1 
) 


6) 和 去 特征 值 , 边 值 问题 


De G (40,6) 


(3 
(4 
( 
( 


人 


Ujy = 0， $= 


对 任何 fe L2[a,4] 都 有 解 
b 
0 1 区 本 


(7) 具有 性 质 (1) 一 (6) 的 G(z,t, 入 ) 是 唯一 的 . 
称 G(x,t, 和) 是 边 值 问题 


| Wy— My=1, 


Ujy = 0, 必 三 二 和 


的 Green 函数 或 豫 解 算 子 R(A,t) = (和 IT 一 了)-1 的 Green 核 . 

当 n > 1 时, G(z,t, 入 ) 在 [a,4] x [a,9] 上 连续 . 当 n=1 时 , 由 于 G(t 一 0,t, 入 ) 
和 G(t 填 0,t, 入 ) 存在 , 可 以 将 G 延 拓 到 a < z<t<b 和 a<t<zx<b 闭 三 角 
形 上 成 为 分 别 在 闭 三 角形 上 连续 的 函数 , 所 以 不 是 了 的 特征 值 时 , G(zx,t, 入 ) 在 
[a,9] x [a,9] 上 都 平方 可 积 . 因此 Ae p(T) 且 R(A,T) 是 Carleman 算 子 . 

推论 2.4.1 人 有 纯 点 谱 . 

定理 2.4.2 的 证 明 

(1) 设 cs [中 而 pi(z, 入 ,… ,pn(z,A) 满足 


| Myi = AP 让， 


pd (0) = be bn 


区: 


2.4 常 型 自 伴 微分 算 子 的 谱 分 解 


令 @ 
OA 和) i pnlt,N) 
人 
K(w t, 入 ) Ey pn(t)W (p1, i spr) (t) (n—2) Br 训 
Pi(TN) i pnlz,N) 
0, i 
@ 关 于 K(z,t, 入 ) 的 讨论 : 
事实 上 ， 
My= N+f, (M-Ny=f. 
设 齐 次 方程 基础 解 系 为 p1,:… , pn, 则 由 常数 变易 法 知 
2 三 cl19p1 十 … 十 cnmnm， 
y= 二 ci1p1 十 … 十 cnph， cp1 十 … 十 con 二 0， 
2 ott 十 … 十 cnpn， ci91 十 … 十 cnpn 二 0， 
yn) ols De 
et Se 有 a Me 3) 
代入 方程 i 
My=》 ckMok 十 pn(z) >， 人 
RE k=1 
= 入 >》， crpkt ff 
所 以 J 
/ n—l1 Ss 
> pn . 
解 出 
ol os [ee pn 
1 2 Pn 
ph) Fs wD 
pn 
f(z) 
一 WW ,Pn 
Hin 
5 (P1… ,Pn)(t) f(t) 
入 站 
er 人 > TI i 
Wil S50 入 ) wa NA) 1 pnlt,N) 
x > (-D"tpr(z, N) : : dt 
全 eh IGN 7 ph pl 0 ph DN 
0 入 … pnlt, 和 \) 
a Pn(t)W(p1,..* ,Ppn)(t) 本 (t, A) p(t, A) 
yp1(z, A) pn(Z, A) 


= J “Ke f(t)at. 
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t Pn—1(s) 


由 Liouville 公式 , W (p1,… ,pn) 由 =e 人 号 6 ds, 与 入 无 关 . 显然 


人 天 (2 一 ey 
Ori I j=0,l" m= 2, 
所 以 PK tA) et ee 0 [a,b] x [co 上 连续 ， 并 且 对 


Oxzi 'y 


固定 的 (z,t) 是 入 的 整 函 数 . 2 -0 t, 入) 分别 在 


ee a 


上 连续 , 对 固定 的 (z,t), 也 是 和 的 整 函数 且 


O°-1K 


A -0,t,X) = 


-kK 
(t+0,t, 入 ) 一 i 


es 
pn(t). 
当 z 关 tt 时, 作为 x 的 函数 ,MK = AK. 对 任何 fs L?[a,b], 令 

y(z, A) --/ K(xz,t, Nf(t)dt = -/ % K(x,t, Nf(t)dt, 


则 
vA =- EN 


I 0°-2K 
Dr nn 一 2 


yD (z, 和) --/ re (x,t, A) f(t)dt, 


yt D(z,N) =— (x, t, 和) f(t)dt, 


pi NY 全 5 SN 村 


握 Ee i (®t'0,w 和 fF(2) =— 上 后 全 (z,t, A)f(t)dt 
_ fx) 


ME 1 -MRE 2 7d 


i | Nt 


= 一 jz) + MW(z,N), 
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所 以 
MN— My=f. 


(2) K 不 一 定 满足 边界 条 件 , 将 它 修改 一 下 , 取 中 
G(z,t,N) = —K(z,t,A\) — a 入 )， 
li=1 


其 中 , c1,… ,cn 是 待定 的 (t, 和 ) 的 函数 , 使 得 对 固定 的 te (a,5b),G(z,t, 和 ) 作为 x 
的 函数 满足 
UG = 0, a 
UjK+ SO =0, CE 
家 es ;N12, 


这 是 一 个 c1,… ,cn 的 方程 组 
ciUj;p! 一 一 [7 五 ， 
2 t € (a,b), 
了 = L; “a 
这 里 , 
UK= DonK(t D(a,t, N+ BK dN(b,t,N). 


l=1 l=1 
由 于 RU Wot NMRUD (b, t, \) tl 二 1,: Wd 1 都 是 te [a, 中 的 连续 函数 ， 入 的 
整 函数 , 和 -0(0 坟 和 A) 也 在 te [a,9] 上 连续 , 而 


0， 
KO D6 = | 1 


@ 设 Gl(z,t, 和 ) = 一 K 十 口 , 则 


六 三 -xs 入)F(t)dt + crat 


b b 
二 六 / KC Nf)at = / MOf (Dat 


三 了 十 ADf(t)dt 一 人 RDF(t)dt 


知 应 有 
MUD = 和 口 . 


a b 


图 2.15 


所 以 万 K = 1,… ,n 在 te (a,b) 上 连续 , 它们 在 t € [a,9?] 上 关于 和 是 整 函数 ， 
并 且 可 以 把 UjK, j = 1,… ,n 延 拓 成 为 te [a,9] 上 的 连续 函数 , 这 样 便 可 以 保证 
cj(t, 入 ) 在 tefloi 上 的 连续 性 , 因而 不 影响 G 及 其 导数 的 连续 和 间断 性 质 . 方程 
组 的 行列 式 A = det (Leor) 是 入 的 整 函数 , 与 t 无关 , 所 以 当 入 不 是 特征 值 时 , 解 得 
ci1(t, 入),… ,cn(t, 入 ), 它们 在 te [aa 连续 , 而 关于 和 解析. 显然 , 对 固定 的 te [ao 中 ， 
它们 是 和 的 半 纯 函数 , 特征 值 和 乃 是 它们 的 极点 . 这 样 得 到 的 G(z, 入 ,tt) 显然 满足 
了 (1)~(5). 
(3) 和 去 特征 值 时 , 令 


b 
,4 Ga tt 


则 
b n b 
Pe Kt Nf Wt YM / 本 
a | a 
b Nn b 
=- -Xf Kot Wt sD fae Nat pre 
b n 
= 一 /(z) 十 入 站 (-xe 志和 A) — alt, Npi(z, » f(t)dt 
l=1 
C= =—f (x) MW(z, 入 )， 
即 
MW— My= 1. 
另外 ， 


b 
v= 人 Ct WP 
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因为 被 积 函数 在 te (a,b) 上 为 零 , 所 以 即便 没有 a,b 两 点 的 信息 , 也 足以 保证 积分 
为 零 了 . 这 表示 G 满足 (6). 

(4) 证 明 G 的 唯一 性 . 

假若 有 两 个 : G 与 G. 当 入 尖 特 征 值 时 , 作为 xz 的 函数 , 由 于 相 减 把 间断 处 的 
跳跃 抹 去 了 , 故 

区 三 人 EGG 到 
由 于 xz 关 t 时 ， 
M(G-G) =M(G-6), 
所 以 xz 头 t 时 有 
a (G—-G Ot/(G = 


Orn™-1 


—po(z) (G — 6)| pn(z), 
右边 在 z e [a,0] 连续 , 故 作为 z 的 函数 

GG EC [ad 
这 样 , G - G 便 是 边 值 问题 


My = 》y， 
Uiy = 0, 了 三 1 … ,nN 


的 解 , 因为 和 不 是 特征 值 , 所 以 G = G. 
例 2.4.1 设 M=iD,xel[0,1],T 为 To(M) 的 自 伴 延 拓 ， 


2(7)= {f € 2(T(M))|f(0) — f(1) = 0}. 


设 和 关 0, 若 
My = Xp， 
| yp(0,N)=1, 
则 
io' = Xp， wo' = -ip， op(z, 和 A) =e i. 
令 


lo-iX(s-t), 友 过 Zz, 
居 ( 必 时 


0， 发 之 ， 


: 100. 第 2 章 常 型 自 伴 微分 算 子 的 谱 论 


让 下 
则 G(z,t N= =K(z, A = cp(Z MA), G(0,t,N) = —e, G(1,t,A\) = 2 2 
ce G(0) 一 G(1) = 0, 即 


1 -i a 
加 


》 


所 以 
——e— i 和 (lt eiA(1-) 
ee i(e- 愉 二 1 
Ba iA(1—t)—iX 
AD 
2 . tz, 
i® et 
Glz,t, A\) = @—i 和 (1-t)—iAz 

t>7, 
i(e-iN —1) 
e@—iA(z-—t) 

人 

We 

-iA(z—t+1) 

2 

i(e-iN —1) 

ie—iA(z—t—1) 

5 

je 一 i(z 一 切 
eix 一 1 


注意 , 这 里 0 是 特征 值 , 对 应 的 特征 函数 是 1, 所 以 在 G(z,t, 入) 中 入 尖 0 才 有 确定 
的 定义 . 
例 2.4.2 设 M= 一 D?, ze [0,1],T 为 To(M) 的 自 伴 延 拓 ， 


2(7T)= {fe (TM))If(0) = f(1) = 0}. 


当 入 关 0 时 , 由 
M91 = 和 pl 
wp1(0, 和 A) = 1, 
yp1(0, 和 A)=0 
得 pi(z, 入) = cos VMz; 而 由 
Mpa = Xp2， 
%2(0, A) = 0， 


ps(0,N) =1 
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得 En sin ; 所 以 W(wpi 2 
yp2(7, A\) A 所 (p1, pa) 
sin VM 
cos VXt VA ae sin VA(z —t) 
ey 有 ) WX ~I 
A (mA) es sin VA 一 MX ' 
VA 0， bs 
0， WS 
车 
G(z,t,N) =—K(z,t,M)— cicos VAz 一 co me, 
则 
G(0,t, A) 一 一 CI 三 0， Cl 一 0， 
GEN) = VE- ,nV _0 6 = SVM) 
VA VA VA 
于 是 
sin VA(z —) _ sin VA(1 —t) sin VXz i 
et yA 2 
| _ sin VA(1 —t) sin VAz We 
VAsin VA : 
因为 
sin VA(z —t)sin VA— sin VA(1 —t)sin VM 
=sin VAsin V》z cos VM — sin VAcos VM sin Vt 
一 sin VAsin VA cos VM + sin VA cos VMsin VM 
=— sinVMtsin VA(1 — x), 
所 以 
sin VA(1 — z)sin Vt 
和 
VAsin VA 
GG(» 夯 A 三 
sin VA(1 —t)sin VA Pe 
VAsin VA : 
当 和 =0 时 (也 可 由 入 关 0 情形 取 极 限 和 一 0 得 ), 由 
Mi 一 [0 
gp1(0, 0) 三 二 


p14(0;0)=0 
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Mwyp2 = 0, 
yp2(0, 0) = 0, 


p2(0,0)= 1 


得 yp1(7, 0) = 1; 由 


得 pz2(z,0) = z; 所 以 
Su 证 < (Ci 
K(z,t,0) = , “| EN 
0 


1 交 
0， 4 流光 
tm 


设 G(z,t,0) = 一 K(x,t,0) 一 cl — c27, 则 0 = G(0,t,0) = 一 c1, 所 以 cl = 0; 而 
0==G(1,t,0) =1 一 t 一 c2, 所 以 co = 1 一 t. 于 是 


(二 { 


(Zz—t)—(1—tr, tgzr, |) -tl—z), tz, 
—(1 —t)z, t>z —z(1—t), t>7z. 
定理 2.4.3 ” 豫 解 算 子 R(A,T) 的 Green 核 G(x,t, 入) 只 有 简单 极点 . 
证 明 ”G(z,t, 和) 是 半 纯 函数 , 极点 和 x 是 了 的 特征 值 , 如 果 G(z,t, 入) 在 和 有 
m 阶 极点 , m > 1, 则 
Gr (Tt) Gr l(t) ER 
QA-M)” (入 一 和) 


其 中 , Gmn(z,t) 不 为 零 . 于 是 存在 fe Cl[a,0], 使 得 


G(z,t,A) = 


b 
如 四 = | Gn (ed fdt #0 


MA 
ZN\Y， (以 = Nel (A 本 BR 
满足 
(MT —7T)y=, Ujy = 0, 7 三 1 ,Nn. 
于 是 
(MT — Ty= (NM — Nyt 
Uj;y = 0, j=1,.…,n, 
即 


fm fin—1 


(和 AKT 二 Tbs (AxI -= T)fm-1 Ee 
Sm | Rt (入 一 Xp)m-1 (入 一 Xp)m 


(人 入 二 X)m (入 二 Xe)m-1 
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由 Laurent 展开 的 唯一 性 知 
人世 DG 三 站 
(Nel =:T) fm 1 = fn, Upp = 1 


(0 = UG = 


Um ， 古 cwi ， 
(入 一 A (入 一 DT 


Uj;fm = 0, 
Ufma=0; yp 


于 是 也 有 


这 样 f%, € 9(T), 而 
nal = Cha OORT = Tn) = (NT Tp fn a) =0, 


与 fm 关 0 了 矛盾 ! 
虽说 了 的 特征 值 X, 都 是 G(z,t, 入) 的 极点 , 但 求 入 , 处 的 残 数 并 不 容易 , 所 以 
要 想像 定理 2.3.2 那样 得 到 核 的 展开 , 得 另 想 办 法 . 
因为 M 是 线性 的 , 如 果 移 动 一 个 实数 a 得 Mi = M - a Mi 也 是 正则 对 称 微 
分 算式 
2Z(TMi)) = ZT (M)), 
29(To( M1)) = 2(To(M)), 
而 TT 是 TH(M) 的 自 伴 延 拓 的 充 要 条 件 是 T= 了 一 al 是 Tho(Mi) 的 自 伴 延 拓 , 于 
是 “是 了 的 特征 值 , p 是 对 应 的 特征 函数 ” 的 充 要 条 件 是 “A = 和 一 a 是 研 的 特 
征 值 , pw 是 对 应 的 特征 函数 ”. 因此 不 妨 假定 0 不 是 TT 的 特征 值 , 令 


G(zt) = 0), 
b 
(Gf)(z) = | G(x, F(t)at, fe Lla,dl. 


定理 2.4.4 ”G 是 紧 自 伴 算 子 是 G(x,t) = G(t, x). 
证 明 ” 设 w,ve LK?2[a,0], 因为 G = R(0,T) = 一 T-1 所 以 


f= Gu€e 2(7,), 
7 = TGu = —, 
(Gu,v) = (Gu,—TGv) = (-TGu, Gv) = (u, Gv). 
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因为 G 的 核 是 连续 的 , 所 以 G 是 紧 自 伴 算 子 . 由 于 
b pb 二 b rb 
G(z,t)ult)dtv(z)dz = (Gu,v) = (u, Gv) = uo) / G(z,t)v(t)dtdz, 


b b 
| f (Ge) -eu tat =0 
利用 w(t)v(z) 的 线性 组 合 在 L2([a， 中 x [a,9]) 中 的 稠 性 , 可 得 G(x,t) = G(t,z). 
定理 2.4.5 ol(T) = (=i Eda(G), 风 天 中 


注 ” 由 于 o(G) 是 闭 集 , 而 G 是 紧 的 自 伴 算 子 , 所 以 0 将 属于 c(G), 但 它 不 是 
G 的 特征 值 . 
证 明 ”如 果 和 eo(T), yp 是 相应 的 特征 函数 , 则 


Tp=Ap, Az 0, 
于 是 
= 
反 过 来 , 如 果 /Ee o(G),n 关 0, 是 相应 的 特征 函数 ， 


GY = py, 
I 1 1 1 I 

则 水 = a E 9(T) 且 有 一 Tw = je = 本 Tw = 三 人 > € ol(T). 

T 是 否 恰 有 可 数 个 非 零 特征 值 呢 ? 就 看 G 是 否 一 定 有 可 数 个 非 零 的 特征 值 . 

定理 2.4.6 0o(T)'= {Mailn = 1,2,.)}, im |An| = oo 

证 明 ”要 证 明 G 有 可 数 个 非 零 特征 值 . G 竟 绝 对 值 最 大 的 特征 值 是 4m = 1G 

或 一 1GI, 如 果 相 应 的 规范 化 特征 函数 是 pi(z), 则 p 是 条 件 极 值 问题 sup |(Gy,y) 
的 解 . 令 
Gi(z,t) = G(z,t) — pip1(7z)p1(), 
Gi(t, 7) = Gt, 7) — ppi(t)p(z) = G1i(z,t), 

这 也 是 一 个 对 称 的 L? 核 , 设 对 应 的 紧 自 伴 算 子 是 G1, 那么 六 = |Ga| 或 -ca 是 
它 的 特征 值 , 如 果 相 应 的 规范 化 特征 函数 是 (zx), 则 


GY 和 HU， 


即 
GY 一 Hp 21)P1 = py. 
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故 
HV, Pp1) = (GY, Pp1) — pi(Y, Pp1) 
=(Y,Gp1) — HY,p1) = (YH9p1) — Hm(yY,p1)=0, 
(w,p1)= 0. 
于 是 
GY = pw. 


令 jw = ,yp2 = 则 po 可 以 看 成 是 条 件 极 值 问 题 


sup |(Gy, y)| 
llyll=1,(y,p1)=0 
的 解 , 当然 
41| > |wa|， 
这 样 可 以 求 得 G 的 一 系列 特征 值 . 如 果 G 只 有 有 限 个 非 零 特征 值 , 那么 条 件 极 值 
问题 进行 有 限 m 步 以 后 就 停 下 来 , 这 表示 对 称 核 


Gm(lx, t) = G(Z,t) J pppr(T) prt), 
= 
对 应 的 算 子 Gv 的 模 ||Gnl| = 0. 于 是 对 任意 的 fe L?[a,9], 有 


0= Gmf = Gf — ,Hr(f, pk) 


k=1 
即 
GF = Lk (fp) 


为 =1 
这 样 
1=-TG1= -Df on)Ton = — Dpnlf pn) (-E0x) = 5 (fs prope 
k=1 = 于 


4 KES=L 


右边 是 C"[a,9] 的 函数 , 而 fe L?[a,9] 可 以 任意 , 矛盾 ! 所 以 G 必 有 可 数 个 非 零 特 
征 值 


pl 2 42| > 2 hn| 2. 


因为 0 是 G 的 非 零 特征 值 唯 一 的 极限 点 , 所 以 


lizi Wir 0 
人 一 OO 
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i ls 
设 pn 是 了 的 对 应 于 X。 的 规范 化 特征 函数 , 下 面 来 证 明 {pan = 1,2,…} 是 
Lo, 的 规范 化 正 交 基 


定理 2.4.7 若 F e CO"™[a; ol; Usf = 0,7 = 1,.…: ) 7 则 SD (f, on)pn(Z) 在 [a, ob] 
上 一 致 收敛 到 Fa) > 
证 明 ”显然 fe 9(T), 如 果 令 = 一 Tf, 则 了 又 可 表 成 f= Gw. 记 


G(s,t) = G(z,t) — pnpr(z) Be, pr = -二 ， 


i k=1 和 x 
那么 
| cz = |pm+l, 
[Gmull = Gu — Dp (us ph) PE 和 |pm+il llull, 
k=1 


因为 _lim pn = 0, 所 以 这 表示 在 平均 收敛 的 意义 下 , 有 


n(n)pn = Gu= 
n=1 
其 中 ， 


左 式 = >》 一 -部 (—Tf, pn)p pn 3 (f,Ton)p Pn = Dower 


n= 一 


进一步 证 明 收敛 在 [ww 外 上 还 是 一 致 的 : 对 于 任意 的 ve 到 [ao 中 ， 


> Akon 一 G [om : 


k=p k=p 
由 填 


b 
(col= /ceebuodtls (sseea Vealul, 


所 以 


Dt pk)Pk(T) < VL—a ,ot 


二 了 


9 
Ni (ui Ok) Ph 
k=p 


上 


=Vb—a Do ,O(a)| (Ero) =» 0; Pg = 00 


a<zr,t 
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( 由 于 {pn|n=1,2,…} 是 规范 正 交 组 , 所 以 》 |(u, pr) < lv) 即 》 pn(u, pn) 
ps 在 [a,j 上 一 致 收 全 和 
定理 2.4.8  {en 风 = 1,2,…} 是 L?[a,0| 的 规范 正 交 基 . 


证 明 ”只 需 证 明 对 任意 的 fe L?[a,9], 有 f= St (fpn)pn 或 Parseval 等 式 


nl 


I#IP = SI f,pn)| 成 立 . 对 任意 的 = > 0, 存在 fe Cle(o,b 使 得 


n=1 
| 下 < 


f(z) = 5 (fpn)pn(z) 在 [w 引 上 一 致 成 立 , 所 以 存在 N, 当 > N 时 ， 


<e, wEla,bl. 


KE 
这 样 当 n> N 时 , 有 
| < 天 +|- 王 GEeooetl+| 守 闻 - 产 wo 
k=1 %=1 


f(z) — >_ (Ff, pr)pr(z) 
k==1 


< 下 人 


<2E 十 EVD 一 
所 以 
f= (fpnjen 
机 = 
另外 由 
n n 澡 2 
0< 7 lf, pa) = | ->》 ( 放 ph)pok| 一 0，m 一 oo 
k= k=1 
得 Parseval 等 式 . 


定理 2.4. eke Schmidt 核 展 开 定理 ) ”在 L?([a,4b] x [a, 中 ) 平均 收敛 的 意义 z 
ota -OE 
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证 明 {enz,t) = pn(T)pnt) ln = 1,2,:- } 是 L2([a,b] x [a, 可 ) 的 规范 正 交 组 ， 
由 Bessel 不 等 式 , 级 数 3 (Gen)en 在 L2([a, 机 x fw 名 中 收敛 到 某 个 5. 而 
n=] 


(G, en) -/ . Glz,t)pn (7)pn tdrdt = [ (f GI(z, Deora) on(z)dz 


1 


b 一 -一 一 


于 是 在 平均 收敛 的 意义 下 ， 


Sy we = S(z,t). 


六 二 
要 证 明 5 = G, 为 此 只 需 证 明 在 L2([a,4] x [a, 可 ) 的 一 个 稠 集合 9 上 , 有 
(G—-5,f)=0, feg2. 


取 
2 = {f = 的 线性 组 合 luv e L?[a, 映 }， 


则 


(= 人 [ pn(z)pn (Hu(r) ot) dzdt 
有 a da 


Nn 


ll 


(pm w)(v, pn), 


je 


| 
记 


n 


(G, uD) =/ / G(x,t)u(z)v(t)dzrdt = [ (f ceongdl dz 


b Oo pe Oo 
val b> Gop)prls) = Ve (Sere) dz 


n=1 


= Un(pm td) (ly, pn), 


所 以 (G -5,uv) = 0. 
例 2.4.3 M =iD,ze[0,2n], 设 T 为 To(M) 的 自 伴 延 拓 ， 


2(T)= {f € 9(TM)IF(0) -= f(27)) = 0}. 
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车 入 eo(7T), 则 
iy = Y= y=0™, 1-e=0, 


电 以 和 一 0,41,42..…, 即 ol(T) 二 2 与 neEZ 网 的 搞 和 人 将 年 球 共 ym 


{er E z} 是 L2[0, 27] 的 规范 正 交 基 . f= > i 全 f(t)e i | ie 


fe L2[0, 2z]( 平 均 收 敛 意义 下 ). 如 果 f 连续 可 微 ， 周期 2r, 则 收敛 是 一 致 的 . 这 是 
Fourier 级 数论 中 的 结论 . 
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先 考虑 区 间 的 一 端 为 常 型 另 一 端 为 奇 型 的 情形 , 然后 再 考虑 区 间 两 端 都 是 奇 型 
的 情形 . 
3.1 Weyl 圆 套 
考虑 区 间 为 [a, co) 的 情形 , 其 余 (一 oo0, 9], (a,9], [a,b) 的 情形 类 似 . 设 
M= -DpD+g, ze€[{0,o), 
这 里 p,q 是 实 函 数 , p > 0, De ACioc[0, 00), ge Lioc[0, 00). 
[fgl(z) = p(x)W(f, 9)(z) = p(x) (f(z)9 (7) — f(z)g(z)), 
假设 yp(z, 入 ) 与 g(z, 入) 分 别 是 下 列 Cauchy 问题 的 解 : 
| My = Xy， | My = \W, 
y(0) = sina, y(0) = cosa, 0<a<n. 


p(0)y'(0) = — cosa, p(0)y(0) = sina, 


因为 
Wp, 0)(0) Sin CQ Cos a 1 2 
(oR 一 cosa sinQ | 三 一 ~ ) 
0 pO | 


所 以 o(z, 入) 与 bg(z, 入) 线性 无 关 . 由 Liouville 公式 


WI(p,0)(z) = W(p,0)(0)e- at = Ww(p,0)(0) 0) 
得 和 
pe) lp, Dl) = po Ce, OO) = 1 
方程 My = My 的 解除 9 外 都 可 以 表示 成 y(z, 和) = ptz, AN) + mb(z, 入) 的 们 数目 满 
足 


y(0)= sin a + mceosa, 


D(0)y (0) = ~— cosa+t+ msina. 


3.1 Weyl 圆 套 "1: 


于 是 y 在 0 点 满足 边 条 件 
cosay(0) + sinap(0)y (0) = m. 
考虑 方程 的 那些 同时 还 在 点 be (0, oo) 满足 边 条 件 
cosOy(b) +sinBp(D)V (人 =0，0 和 6 < 
的 解 ， 
cos Bp(b, A) + sin Bp(b)p’(b, A) + m(cos BO(b, A) + sin Bp(b)0'(b, AN) = 0. 
于 是 


人 _ spp(b,N +sinBp(b)y’'(b, \) 
Wo BO(b, N) + sin Bp(b)0'(b, N) 


plb, 入 ) 四 
-| 一 60， 00 


cot Byp(b, 入) + p(b)p’(b, 和) 
cot BO(b, A) + p(b)0"(b, A) 


因为 p(b, 和) 和 9(b, 和) 都 是 和 的 整 函数 , 所 以 mm(A) 是 和 的 半 纯 函数 , 而 且 
m(N) = m(N). 


如 果 和 是 m(A) 的 极点 , 则 9(z, A) 满足 


(0 


My = Wy, 
sin ay(0) 一 cos ap(0)y’(0) = 0, 
cos By(b) + sin Bp(b)y’(b) = 0. 


如 果 记 算 子 工 为 


2(T)= | € 9(T1(M)) 


sin ay(0) ~ cos ap(0)y (0) = 0， | 
cos By(b) + sin Bp(b)y'(b) = 0 
Ty= My, ye& 2(7), 


则 和 是 To(M |low) 的 自 伴 延 拓 了 的 特征 值 , 因此 和 是 实 的 ! 所 以 只 要 ImA 六 
0,m( 和 ) 就 是 确定 的 . 令 


A= yp(b, 入 )， 及 三 D(D)2 (0 入 )， C= 9g(b, 入 )， D= p(b)0'(b, 入 )， 
因为 
A 也 
Gm DD 


=p(b)W (yp, 0)(b) = 1, 


所 帅 二 2 + 是 一 个 分 式 线性 变换 , 它 把 z 平面 上 的 直线 与 圆 变 成 m 平面 


上 的 直线 或 圆 . 当 8 从 0 变 到 x 时 , z = cot 8 跑 遍 了 实 轴 , 那么 这 个 变换 将 实 轴 变 
成 了 什么 ? 知道 分 式 线性 变换 把 互相 对 称 的 点 对 仍然 映 成 互相 对 称 的 点 对 中 . 


定理 3.1.1 ”如 果 ImA 关 0, 实 轴 在 分 式 线性 变换 m = 一 + 5 下 的 像 是 m 
平面 上 的 圆 cy。 
(1) Cs 方程 是 
[p+mo,p+mol(b)=0 
或 b 
plz,N) + mo(z, NP de = 王 玫 


ke [pg 
(2) C6 的 圆心 为 ro = 一 0, oj; 


Ee 1 
(3) Cs 的 半径 为 re = ooo 


4 


; ; 
2 
2 ml/ |0(z, 和)| dz 
b 
(4) m 在 cv 内 的 充 要 条 件 是 [ lele, A) + mo(z, NP das < er. 
证 阴 
b b b 
0 三 1 (Mb — M0) bdz = —p0'0|e +/ pl0'l dz 十 (qd 一 入 ) oF dz， 
因为 9(0, 入 ,9'(0, 入 ), p,q 都 是 实 的 , 所 以 由 上 式 可 得 
Im(_p(b)0'(b, NEO) = ImA [ “oP as #0. 
0 
于 是 9(b, 和 六 0, 而 且 


pO NN /pb Nob,N 
m(- Glob, \) ) =-: 16(b, 和) jz 


即 -不 是 实数 . 这 样 分 式 线性 变换 mm = -和 二 万 便 把 非 实数 的 点 zo = 
映 成 了 m 平面 的 无 穷 远 点 ,因此 实 轴 的 像 是 一 个 圆 Cs( 图 3.1) 


(1) Ce 的 方程 


@ 称 mi,mz 关于 |m 一 mo| = 7 对 称 , 若 |mi 一 mol|m2 一 mo| 二 r2 且 arg(m1i 一 mo) = 
arg(m2 一 mo). 规定 mo 与 无 穷 远 点 关于 |m 一 mo| = "7 对 称 . 


3.1 Weyl 圆 套 ss 


7 平面 


图 3.1 
_ Az+B BmtB 
1 Cm+A’ 


对 zeR, 有 


(Cmi+ A)(Dm+B)= (Dm+ B)(Cm + A), 
(GD- CDmm+(BC- AD)m+(AD— BO)m+(AB— AB)=0, 
这 就 是 Co 的 方程 . 显然 


CD— CD=p(b)0(b,N)O'(b,N) — p(b)0(b, NO'(b, 入) 
二 —p(b)W (9, 0)(b) 二 一 [9,9](b)， 
BC — AD= —[w, 9](b), 


AD— BC= pl(b)p(b, A)0'(b, A 和) 二 p(b)p’(b, A)0(b, 入 ) 
= —p(b)W(0, 5)(6) = —[0, #1(2), 


AB—AB = 一 oo)， 
这 样 便 有 
—[0, 9](b)mm — [w, 90](b)m™ — [0, pl(b)m — [wp, #1(b) = 0, 
即 
[p+mb,p+mol(b)=0 
或 


[vy,y] (8) = 0. 
利用 Green 公式 则 有 
’ (IMy — yMy)dz = [y, y), 


i 第 3 章 ” 奇 型 Sturm-Liouville 算 子 的 谱 论 


ly, (6) = by,y(0) + A- [ was. 


[y,Y](0)= (p+ mb, p+ m0](0) = [p, pl(0) + mlb, p](0) + mlip, 0](0) 十 |m| [0, 9](0) 
= mp(0)W(0, 5)(0) + Tip(0)W (wp, 0)(0) 
= m7 元 = —2iImm, 


故 Ce 的 方程 是 
le(z, A) 十 mb(z, A)| dz = 
0 TImA 


(2) C5 的 圆心 . 

把 C。 的 原始 方程 与 圆 方程 |m - mao| = rw; 即 (m 一 mo)(m 一 Tiwo) =72 作 比 
较 得 
AD-BO -Bo ogg 


77200 一 


(3) Cs 的 半径 . 
z 二 0 的 像 在 cy 上 , 即 -号 e Co 所 以 


CD-cD —[0,0](b) [6,0](6) 


B | | 区 


Tb 二 | 一 二 一 


DBD ‘CD=CD GD=6D 
因为 
AD— BC=p(0)W(y,0)(b)=1, 
故 


J 1 


* 7 16D-c5 ,oo) 


由 Green 公式 得 


上 (5OM0 — GMO)dz = [6,0] |8 = [60, 9](b), 


b b 
左 式 =( 和 A -Df lj dz = 2imx / 18| dz, 
0 0 


CD 由 于 分 式 线性 变换 把 对称 点 觅 成 对 称 点 ， 而 它 把 xse 喘 成 无 闪 运 点, 所 以 mio = -Eee 二 二 - 
4 万 -= BC _ 上 


CDE 


i 


DD 
去 


3.1 Weyl 套 > 


于 是 
1 
7b 一 


3 
2 / letz, Nl dz 
0 
(4) m 在 Co 内 的 充 要 条 件 . 
C6 的 方程 是 
5 Im 
Ip(z, A) 十 mb(z, 入 )| dz = 和 
即 2 | , 
mm Par +m / Podz + | var+ / lpl? dz = es 
0 0 0 0 ImA 和 
对 比 |m 一 meo| = 76 可 知 
m 在 Cs 内 
全 Im— moo| < 人 S|m— mol < 


命 710777 一 MMmMp0 一 MMo0 十 Moompo0 一 r? < 0 


b 
于 是 m 在 C6 内 wy |p(z, 和 A) + m0(zx, Nldz < 下 于 
0 


定理 3.1.2 ”如 果 久 > 也 则 Co c O06, 所 以 {Colb > 0} 组 成 了 m 平面 里 的 圆 
套 . 
证 明 由 


Imm 


b 
2 
m 在 Cy 内 -|/ Ip(z, 和 A) + mb(z, 和)| dz < ER 


可 得 . 
得 到 了 My = XW 当 Im 和 A 关 0 时 的 两 个 线性 无 关 的 解 ， 


0(z,N), yz,N) = 9P(z,A) 十 mm(A)b(z, N, m(N) € Co(A)， 
这 里 bg(z, 入 ) 满足 边 条 件 
sin ay(0) — cosap(0)y (0) =0，aelom， 
而 y(z, A) 满足 边 条 件 
cos By(b) + sin Bp(b)y'(b) = 0, Bb € [0, 7), 


随 着 m( 和 ) 取 遍 Co, 6 将 取 遍 [0, mm) 
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3.2 ”Weyl 极限 点 与 极限 圆 


根据 1.3 节 , Sturm-Liouville 微分 算 子 To(M) 的 亏 指 数 只 可 能 是 (1, 1) 和 (2， 
2). My = Xy(ImA 尖 0) 的 解 都 可 以 表示 成 g(z, 和 A) 和 yp(z, 和 +m( 和 A)9(z, 和 ),，m € Cs 
的 线性 组 合 . 要 考察 这 些 解 ， 看 看 属于 L?[0, oo) 的 究竟 有 几 个 ? 根据 定理 3.1.2， 
{Cs lb > 0} 是 一 个 圆 套 , 半径 7 是 5 严格 下 降 函 数 [r= 一 
2|ImA| | lo(z, Ndz 
当 b 一 co 时 , 它 趋 于 一 个 非 负 的 极限 . 这 样 便 产生 了 两 种 情形 : 
极限 值 > 0, 圆 套 收缩 成 一 个 “ 圆 ”C。。 连同 内 部 = A (Cs 连同 内 部 ); 
>0 
极限 值 = 0 , 圆 套 收缩 成 一 个 点 mo. 
在 第 1 种 情形 ， 


》 


1 


lim 7 = rcoe >0， 即 一 一 一 jw 一 一 一 一 = 
Pe 2 |ImA| lg(z, A)|2dz 
0 


Too) 


所 以 国 , 
2 aa 
攻 pc NP dr = Fr 


即 9 e L2[0, oo). 如 果 亢 。 是 Co 上 的 一 点 , 则 对 一 切 b> 0 都 有 亢 。。 在 Co 内 . 

此 

Immoo 
ImA ” 


b 
/ | bt 
0 


所 以 
DO 十 亢 。b € L2[0, oo)， 


从 而 pe Z2[0,co). 这 样 My = Xy 的 一 切 解 便 都 平方 可 积 . 
对 第 2 种 情形 ， 


dm To = 0, 
所 以 
[ CF pe 
0 


即 9 4 L?2[0, 00), 由 于 mw 在 所 有 的 圆 C。 (5b > 0) 内 , 所 以 
2 十 moog € L2[0, 00), 


于 是 My = %y 的 两 个 线性 无 关 解 中 有 一 个 属于 L2[0, oo), 而 另 一 个 不 属于 L?[0, 00). 
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总 结 一 下 , 得 到 下 述 定理 : 
定理 3.2.1 设 Im 和 关 0,w%,9 是 My = 》y 的 满足 初始 条 件 


wp(0, 和) = sin a， 0(0, 入 ) = cosa, 有 
p(0)¢’(0, 入 ) = 一 cos o p(0)0"(0, A) = sin a, ws 
的 两 个 线性 无 关 的 解 , 则 5b 一 oo 时 , Cs 收缩 成 一 个 圆 Cs 或 点 m。. 
(1) Cw 情形 : My = xy 的 一 切 解 均 属 于 L?[0, oo)， 
Im 让 
ImA ” 
后 者 即 [p 十 亢 。g,p 十 亢 。。gl(co) = 0, 这 是 一 个 圆 的 方程 . 
(2) moo 情形 : My = xy 仅 有 一 个 线性 无 关 解 ， 


Do 
tm Ce >/ A 
0 


_ 1 Pp(b,A) 
te 


证 明 (1) 充 w € Cw 合 3bn 1 了 00,ms, € 06,, 使 得 lim mo = 侧 w, 故 由 


p+ moo0 € L2[0,00); mo = 


Imm,, 


ImX 


bn 
le 二 no bl dz = 
0 


bn bn, “i pe 
[pl?dz + mo,, 05dz 十 mms / pOdz + me/ = Imm,. 
. 0 0 ImA 


旋 


ImAm 
入 2 2 oo 
Ip 二 + 元 wo0| dz = Tn 


后 者 便 是 C。 的 方程 . 


(2) 对 任意 的 ms s Co 都 有 lim ms = moo. 特别 地 取 6 = 0 得 ms = -3 


故 mo = 一 lim 


联系 到 亏 指数 的 定义 , 这 表示 dj,d_ = 1 或 2, 不 可 能 是 0. 

定理 3.2.2 ”如 果 对 某 个 和 0, 方程 My = Xoy 的 一 切 解 均 属于 72[0, co), 则 对 
于 任何 Ne C, My = Xy 的 一 切 解 也 都 属于 L?[0, co). 

证 明 ” 设 wi(z),u2z(7z) 是 My = Xoy 的 两 个 线性 无 关 的 属于 L?[0, co) 的 解 , 适 
当 乘 wi, wz 以 常数 , 可 以 假定 


2D(0) 厂 (wayw2)(0) = 1. 
于 是 由 Liouville 公式 ， 


p(T)W(ui,u2)(7) = 1, 2 € [0,o0). 


0 


设 v 是 My = Xy 的 一 个 解 , 将 Mv = Xu 改写 为 
My — Mv = (入 - Xo)u， 
用 常数 变易 法 解 此 非 齐 次 方程 , 令 
v(x) = cl(zjua(z) 十 ca(z)ua(z)， 
则 由 联 立 方程 


| ci(z)ui(z) +c(z)ua(z) = 0， 
p(zj(ci(z) 由 (z) + ca(z)us(z)) = —(A — Mo)v(z), 


解 得 
| 0 v2(7) 
,| -0s) wo | 
ci (7) p(T)W (wu uz) (7) (A\ 和 Xo)u2(Z)u(Z)， 
Sl{z)= vik) 9 一 一 (入 一 Xo)wi(Z)v(z 
0 = |) No) | 0 no) 
于 是 


c1(7) = (A— Mo)uz(t)v(t)dt + ce, 
oo- 一 上 Rj 


a 


其 中 , a e [0,oo). 这 样 对 z e [a, oo) 便 有 


u(z) = ciui(7) + cau2(7) + (A — No) (wi(T)u2(t) — vi(t)u2 (7)) v(t)dt. 


ol = (人 popa 
由 于 wi, wz € L2[0, 00), Ma = mx{([ uF at) | 站 mtu) | < oo， 


于 是 


记 


| 人 bn tol = neta uat| < jb (ur (ollua (D+ hala (DD oD lat 


< (lui(zjllluall(z) + lal (2)l2 (2)D) Noll(z) 
和 Ma(lui(z)| + lu2(2)) vl (2). 
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特别 地 , 对 任意 的 T > 0, z € [oa 7 
上 式 < Ma(lwa(z)| + uz(2)) vl (7T). 
这 样 


1 


joll(z) < lerl urll (2)+ leal lall (2) 4A X01 Mol (7) ( 下 (Ot et) 


1 
2 


< (lal| + |ez]) Ma 二 OA_- Xo) MoT) @ ju (att a ha 人 9 di 


< (Iei| + co) Ma +2|A — NolMallvll(T), vz € [a,T), 


所 以 
ol < (el + lez)) Ma 十 2 和 一 Xolad2llwll(Z)， 
若 取 a 充分 大 , 使 得 
| 和 一 Xo| Ma < ， 
则 得 


vl(T) <2(el + le2l) Mo, 


T 任意 , 所 以 ve L?2[0, oo). 

定义 3.2.1 M 称 为 在 oo 处 是 极限 圆 的 , 如 果 有 Xo e C 使 得 方程 My = Xoy 
的 一 切 解 都 属于 L2[0, co), 否则 称 M 在 oo 处 是 极限 点 的 . 

定理 3.2.2 表明 M 的 极限 圆 , 极限 点 分 类 与 Ae C 无 关 , 是 方程 的 系数 唯一 确 
定 的 . 

推论 3.2.1 以 下 各 条 等 价 : 

(1) M 在 co 是 极限 圆 的 ; 

(2) My = 0 的 一 切 解 均 平方 可 积 ; 

(3) To(M) 的 亏 指数 为 (2, 2). 

推论 3.2.2 ”以 下 各 条 等 价 : 

(1) M 在 oo 是 极限 点 的 ; 

(2) My = 0 至 少 有 一 个 平方 不 可 积 的 解 ; 

(3) To(CVM) 的 亏 指数 为 (1, 1). 

例 3.2.1 M=-D?, je [0,o00). 

因为 -y” = 0 的 基本 解 组 {1,z} 都 平方 不 可 积 , 所 以 To(M) 的 亏 指数 为 (1， 
1) . 而 M 在 oo 是 极限 点 的 . 
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找 出 Sturm-Liouville 微分 算式 M 是 极限 圆 或 极限 点 其 系数 p,q 所 满足 的 充 
要 条 件 , 这 是 微分 算 子 谱 理论 的 一 个 基本 问题 , 迄今 未 得 解决 . 3.3 节 再 回 到 这 一 问 
题 . 

推论 3.2.3 设 G 是 入 平面 上 的 有 界 区 域 , 如 果 存 在 Ao e C, 使 得 My = Xoy 
有 两 个 线性 无 关 的 平方 可 积 解 po 和 0, 则 My = Xy 的 任何 解 y(z, A) 满足 |Iy(, Ajl 
在 G 上 一 致 有 界 . 

证 明 “适当 乘 以 常数 , 可 以 假定 wo 和 bo 满足 


p(z)W (wpo, 00)(7) = 1. 
设 y 为 方程 My = Xy 的 一 个 解 , 由 常数 变易 法 可 得 y 的 具体 形式 
y(z, A) 一 clpo(Z, M0) + c200(z, M0) + (A — No) _ (2o(z, Xo)go(t Xo) 


一 po( 坊 Xo)go(z, Xo))y(t 和 jdt， ae [0,co). 


记 
lle=(/ wenPa ， 
Ms -ax 人 (三 |po(z, Xo)| | ， (/ |9o(z, Xo)| dz) 和 
则 
llyll(z, A) < 2(lei| + le2l) Mo 
所 以 有 
(/ ple NPat) < 2(|ci| + |e2|) Mea. 
由 于 
| y(a, A) = clpo(a, Xo) 十 czgo(a, Xo)， 
Wi(a, 和 A) = ciph (a, No) + ca00 (a, Xo)， 
故 
yl(a, 入 ) bo(a， 和 0) 
cL(A) er 》 
pla)y'(a, A) P(a)b0(a, Xo) 
a ( 抽 j 当 pola, X0) yla, A) 
D(ajp0(a, Xo) pla)y'(a,A) 


都 是 》 的 整 函数 , 在 G 上 一致 有 界 . 于 是 
0 2 24 
lc A okt Nat+ vt, Nat 
也 在 G 上 一 致 有 界 . 
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3.3 Weyl 点 , 圆 的 判别 


正如 在 前 面 讲 到 的 , 亏 指数 问题 跟 微 分 方程 定 解 问题 的 适 定性 有 很 大 关系 , 所 
以 亏 指数 的 判定 一 直 是 常 微分 算 子 谱 论 的 一 个 重要 内 容 . 
自 1910 年 H. Weyl 的 博士 论文 发 表 以 来 , 关于 Sturm-Liouville 算 子 


M = 一 DpD +qg，Zz € [a,00)，p > 0 连续 可 微 ,g 连续 


亏 指数 判别 的 研究 积累 了 大 量 的 文献 . 特别 是 20 世纪 70 年 代 , 得 到 很 多 形式 的 充 
分 判别 原则 , 有 人 曾 夸 张 地 说 几乎 一 切 能 到 手 的 这 类 算 子 都 能 用 现 有 的 判别 法 去 判 
别 它们 . 但 是 这 方面 的 工作 并 没有 停止 , 因为 即便 是 对 这 个 简单 的 微分 算 子 , 也 还 
没有 极限 点 情形 系数 所 满足 的 充分 必要 条 件 . 

由 HH.Weyl 著名 的 点 圆 分 类 定理 知道 , 如 果 存 在 某 个 复数 Xo, 使 得 方程 My = 
》Xoy 的 一 切 解 都 在 [a, co) 上 可 积 , 那么 对 任何 复数 和 方程 My = Xy 的 一 切 解 也 
都 是 平方 可 积 的 . 因此 为 了 判别 M 究竟 是 属于 极限 点 还 是 极限 圆 , 只 需 检 验方 程 
My = 0 解 的 平方 可 积 性 质 即 可 . 这 样 便 马 上 得 到 一 个 重要 的 结论 . 

定理 3.3.1 M 是 极限 点 的 充分 必要 条 件 是 方程 My = 0 至 少 有 一 个 不 平方 
可 积 的 解 . 

几乎 所 有 的 极限 点 判别 原则 都 是 从 它 出 发 去 考虑 的 , 其 中 , 最 简单 的 一 个 是 

定理 3.3.2 ”如 果 g 非 负 , 则 M 是 极限 点 的 . 

证 明 设 y 是 Cauchy 问题 


| My = 0， 

y(a)=0, vy(a)=1 

的 解 , 如 果 vy 在 (a, co) 上 还 有 零点 , 由 连续 性 和 y'(a) > 0, 必 存 在 一 个 最 小 的 零点 
b > a. 于 是 y 在 (a,b) 上 大 于 零 且 存在 ce€ (a,b), 使 得 y'(c) = 0. 这 样 通过 在 [a, ec| 


(mas = 人 qydz, 


€ 


ote) = plajy Co) + / yd 


与 y(c) = 0 矛盾, 所 以 y 在 (aco) 上 永远 是 正 的 . 不 仅 如 此 , 还 得 到 wy 在 整个 
(a,00) 上 也 是 正 的 , 否则 yY 在 (a, ce) 将 有 一 零点 c. 同样 地 , 在 [a,c] 上 取 积 分 也 
要 导致 矛盾 . 由 于 y 和 wy 都 在 (aco) 上 大 于 零 , 所 以 y 不 平方 可 积 , 因此 M 是 极 
限 点 的 . 


应 有 
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推论 3.3.1 (Weyl) ”如 果 g 有 下 界 , 则 M 是 极限 点 的 . 

证 明 ”利用 定理 1.2.2 可 得 . 

以 下 考虑 g 没 有 下 界 的 情形 . 为 了 使 M 是 极限 点 的 , 必须 对 gq 趋 于 -co 的 速度 
加 以 某 些 限制 . 这 种 限制 可 以 通过 积分 的 收敛 , 通过 g 属于 什么 样 的 空间 L?[a, co) 
来 实现 , 下 面 是 一 个 40 年 代 得 到 的 结果 . 

定理 3.3.3 (Putnam)” 若 ge 2?[a,o0), 则 M 是 极限 点 的 . 

证 明 ”如果 y 是 My = 0 平方 可 积 的 解 , 则 gy 是 可 积 的 . 于 是 由 


p(s)y (5) = Play(o) + favat 
可 知 极限 lim p(z)y (2) 存在 . 
假设 w 和 w 是 方程 My = 0 满足 p(a)lw (a)v(a) 一 wu(a)v'(a)] = 1 的 两 个 线性 
无 关 的 解 , 因为 [p(w'v 一 uv) = 0, 所 以 
D(Zz)[w(z)v(z) — uz)v (z)] = 1. 
如 果 wu 都 平方 可 积 , 则 由 
1=|p(wv mu )| < |pv vl + lullpv | < K(ul + |v)) 


将 导致 矛盾 , 故 u,v 中 至 少 有 一 个 不 平方 可 积 , 因此 M 是 极限 点 的 . 
推论 3.3.2 ”如 果 ge Zela,coj,aw> 2, 则 M 是 极限 点 的 . 


证 明 令 
1 d(Z) > 1， 
qz) = 9 q(x), la(z)| < 1 
—1, g(x) < 一 | 


显然 qi(z) 是 有 界 连续 的 , 而 go = gq 一 qi 满足 
六 le)Paz= / 


ld(z) — 1|?dz 十 4 la(z) 十 12dz 
q(z)>1L 


q(z)<—1 


< 4f la(z)|*dz < co， 


所 以 由 定理 3.3.3 与 定理 1.2.2 知 M 是 极限 点 的 . 
实际 上 , 如 果 把 q(z) 分 解 成 正 部 gj (zx) 与 负 部 g_(z) 的 代数 和 q+(z) 一 gq-_(z)， 
其 中 ， 
q+(7) = max{d(z),0}， 9-(z) = max{—q(z),0}. 
要 考虑 的 只 是 g_(z) 增长 的 速度 , Weyl 推论 现在 可 以 写成 : 车 g_ e Zecelaco), 则 
M 是 极限 点 的 . 1974 年 W. T. Patula 与 P. Waltman 证 明了 : 若 g_ € L?[a,o0), 则 
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M 是 极限 点 的 . 在 附加 一 点 对 p 的 限制 后 他 们 证 明了 当 gq_ es Zela eol,a > 1 时 ， 
M 也 是 极限 点 的 . 人 们 猜测 即使 不 附加 对 p 的 限制 , 结论 也 可 能 是 对 的 , 但 至 今 问 
题 未 见解 决 . 

下 面 证 明 一 条 较为 精细 的 判别 原则 , 它 可 以 用 来 研究 某 些 二 阶 Sturm-Liouville 
算 子 , 其 g(z) 可 以 振荡 , 在 一 串 子 区 间 上 取 很 大 的 负 值 , 而 且 它 还 可 以 用 来 概括 众 
多 的 判别 原则 , 这 是 1949 年 著名 的 N. Levinson 判别 准则 技巧 的 发 展 . 

定理 3.3.4 (Read) ”假设 存在 [o, co) 上 非 负 的 局 部 绝对 连续 函数 w(z) 和 分 
解 式 gq(z) = qi(z) 十 qz(z) + qa(z), 使 得 ， 

(1) 9 > 0 且 对 于 某 个 正 数 5 有 常数 开 , 使 (1 二 6)puo'2 - qiuw2 入 天 | 

(2) 一 gaw2 < K; 

(3) 有 qd (0< dg1), 使 wip-3Q| < K, 其 中 , 8' = gawl-9; 

(4) 上 六 的 dz "G6, 

则 AM 为 极限 点 的 . 本 

证 明 ”首先 证 明 如 果 y 是 My = 0 的 一 个 平方 可 积 的 解 , 则 积分 /py2 + 

dy2)w2dz 收敛 . 因为 


一 (py yo2 + (qi + gz 十 ga)y2uw2 = 0， 


所 以 
-|/ (py') yw?dt + (@L + qz + gq3)y2w?dt = 0, 
而 _ 
一 / (py )' yw? dt = —py yw?|z + 人 (py Vw? + 2yww’) dt, 
故 


下 十 g1%2)u2dt = py'yw’|? 一 2 / pyYy' yww' dt 一 上 - 甸 十 g3)y2a02dt 
现在 来 估计 上 式 的 右 端 . 取 9 < 1 使 得 (1+ 5)9 > 1, 再 取 e1,e2 > 0, 使 得 
1 E2 


= 一 一 一 +el=b+- 一 <1. 
i a 


利用 Cauchy 不 等 式 与 不 等 式 2a6 < ma2 十 -0 可 得 


-2 / py yww'dt < 2 介 pyeuzdl) I pyrwdt 
a a a 


< ri | py?wdt + (+6)0 / DUV2a002dt. 
Q Q 


@ 不 等 式 在 除去 一 个 零 测 集 以 外 的 点 上 都 成 立 . 
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-/ ee gaw! dy?2wltddt 
a a 

一 人 8 二 和 十 + 人 QI[2yy'uw 1l+d 十 (1 十 ad)y2aodu/]dt， 
其 中 ， 


Q2yyuli+eddts 2/ v up 二 |@|p 二 yoyodt < i | : p3 lyy lwadt 
a a 


I 
<af mradt+ ee 三 ydt 
a El Ja 


T T I 
Ga+g 上 Qy wdw'dt < Ga+g 上 wip 3|Q|p3y? wdt < (+a0K 上 pzvy2hw’ldt 


人 (1+ad)2K? . 2 
a ei dt, 
| Wo 


所 以 


I TI I 
/ (py? qiy” )w?dt 雪 (py yw?— Qvod 1/ qay2w dt+ Ki | py wdt 
a a 


a 


也 KEK? 1 d 2Kk?2 人 
DU2a0/2dt 十 | 二 时 | 2dt. 
E1 252 Q 


ro J 
于 是 由 条 件 (1) 与 (2) 可 得 
(EY py ?+qy)w?dt = wt ar pyr | nwat 
< py yu? Oy Et [+6) pw -away2dt 
SE [ & 一 gu02)72dt 
入 Ka 人 g2dt 十 (pyyuo2 + wip 3|Q pz yw)|2 


T 

1 

< 本 人 22dt + (py yao2 十 慌 Dzg2ao)|2 
Q 


如 果 当 z 充分 大 时 , py'yw? 十 Kp3y2w < 0, 该 积分 自然 收敛 . 如 果 在 某 个 区 间 
[zo,eo) 上 py'yao2 十 Kp3vy?w 有 正 的 下 界 c, 因为 y 平方 可 积 , y 与 y' 不 能 总 是 同 
号 , 故 考虑 集合 

N={zlz>zoyy < 0}. 
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在 这 个 集合 上 ， 
Kpig2uw > c—pyyw? = ce 十 |pyyao2| > lpy'yw?| = —py yw? 
且 
Kpiy?w 
即 > 
K ’ K K 
> = et < —y, 
p2wW y p22w C 
由 此 得 
yy 
/ats yidt < oo 
NY 
这 样 便 有 cr . , 
) vat> / Ya | La -kh 
zoy [zo,zlmN y NY 
即 
| y(7) > 
y(z0) 


因此 当 xz > zo 时 , |y(z)| > ly(zo)le*, 这 与 y 平方 可 积 矛 盾 , 故 必 存 在 一 串 严格 递 
增 趋 于 oo 的 点 列 {zn}, 使 得 


py'yw? 十 Kp¥y?w —0,， n= 00, 


这 样 便 可 得 极限 ,lim (1 Ki) |“ (py?+qry?)w?dt 存在 , 即 积分 (py?+ qs 
w2dt 收敛. 
如 果 ， 和，* 是 方程 My = 0 满足 p(ww -uv') =1 的 两 个 线性 无 关 解 , 则 由 


2 外 =2w?(q1p)i (wv — ww) 
= 2(wp¥u’) (watv) 一 2(wpzvw’) (wa u) 
< wp(u2 + v2) 十 2gi(u2 + v2), 
注意 到 上 面 证 明 的 结果 及 条 件 (4) 便 知 u,v 中 必 有 一 个 不 平方 可 积 , 因此 M 是 极 
限 点 的 , 定理 证 毕 . 
这 个 定理 还 可 以 有 另 一 种 形式 . 
定理 3.3.5 (Read) ”假设 存在 [a, co) 上 非 负 的 局 部 绝对 连续 函数 w(z) 和 分 
解 式 
d(z) = qi(7x) 十 qz(Z) 十 qa(z)， 
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使 得 定理 3.3.4 中 的 (1)~(3) 满足 且 
(4)’ ' wp dz 三 je 
则 M 为 极限 点 的 . 
证 明 令 G= {zlw(x) > 0} 由 vw 的 连续 性 知 G 是 一 个 开 集 . 如 果 G 有 某 个 
无 界 的 构成 区 间 (zo, co), 则 在 [zo + 1,co) 上 取 
Qi=g+ 沪 Q2 = 一 二 Q3 = gq3, 


而 在 [a, zo 十 1) 上 取 
Qi = gj, 7 = 1,2,3, 


则 对 分 解 式 g = Q1 十 Q2 +Qs 来 说 , 因为 Qs = gq3, 而 在 [zo 十 1,00) 上 ， 
(1 + 6)pw®? — Qiw = (1+ 6)pw? — qrw? 一 1 


—Q2w? = —gq2w? 十 1, 
所 以 定理 3.3.4 里 的 条 件 (1)~(3) 都 成 立 . 最 后 , 由 于 在 [zo + 1l, co) 上 ， 


1 ll 
2 他 
102 (全 ) > 102 ( 志 ) = wp ， 
p wp 


条 件 (4) 也 满足 , 故 M 为 极限 点 的 . 
如 果 G 的 构成 区 间 ., 都 是 有 界 的 , 那么 在 每 个 ,上 选取 子 区 间 I, 使 得 


站 
/wpsaz>/ wp 2dz. 
[网 2 二 六 


在 集合 UJ 上 定义 Qi Q2,Q3 如 前 , 在 其 余地 方 令 8; = gj,j = 1,2,3, 同样 地 , 对 
分 解 式 g = Qi 十 Q2 十 Q3 来 说 , 定理 3.3.4 中 条 件 (1)~(3) 都 成 立 , 而 由 于 在 UU 


条 件 (4) 也 满足 , 所 以 M 为 极限 点 的 . 
推论 3.3.3 (Levinson) “如果 存 在 正 的 局 部 绝对 连续 函数 W(z), 使 得 


3.3 Weyl 点 , 圆 的 判别 To 


(1) pW2W-3 有 上 界 ; 


(2) gqW -1 有 下 界 ; 
G) 人 mw)idaz= oo 
则 AM 是 极限 点 的 . 
证 明 取 w= 一 一 , qi =0, qz 一 qd, g3 = 二 0. 


例 3.3.1 在 [1,oo) 上 考虑 正则 微分 算式 My = 一 Vy 一 zy. 

取 久 = 二 ,qi = 0,@ = -ze,ga = 0, 则 条 件 (0), (3), (4)' 都 满足 ,条件 (2) 变 成 
Zz*-? 有 界 , 所 以 a < 2 时 , M 为 极限 点 的 , 下 面 将 证 明 a > 2 时 它 是 极限 圆 的 . 

特别 地 ， 取 同 样 的 Ww 与 d1,92; 93， 可 以 证 明 

推论 3.3.4 (Hartman-Wintner-Titchmarsh) ”如 果 对 充分 大 的 x, g(x) > 一 天 z2， 
KK >0, 则 一 yw 十 qy 在 [lco) 上 是 极限 点 的 . 

这 也 是 一 种 控制 g(x) 趋 于 -oo 的 速度 的 形式 . 既然 a > 2 时 , -y' 一 zoy 在 
[1, co) 上 是 极限 圆 的 , 似乎 q(x) 趋 于 -oo 的 速度 不 能 再 快 了 . 

例 3.3.2 My = -网 一 (z2 十 zez cose)y,z € [1,oco). 

取 必 = 了 ,aa 二 0, g2 = 一 Z2,g3 二 一 Zez cose”, 则 条 件 (1), (2) 和 (4)' 都 满足 , 而 
由 


1 rT I 
—te! cosetdt | 一 tsinet|¥ 十 下 sin etdt| 
TX 和 


I 一 SI-—~ 


过 二 (| 一 Zsinez| 十 |sipel 十 Z 一 站 委 2 


z 
知 条 件 (3) 也 满足 , 这 里 的 d=1. 所 以 M 为 极限 点 的 . 

这 个 例子 说 明 即 使 g(z) 振荡 得 很 厉害 , 一 再 突破 了 Hartman-Wintner-Titchm- 
arsh 规定 的 趋 于 -oo 的 速度 , 却 仍然 继续 保持 了 微分 算式 的 极限 点 性 质 . 从 这 里 
也 可 以 品 到 一 点 判别 准则 的 精细 程度 . 再 看 一 个 例子 . 

例 3.3.3 My = -网 一 (zasin4z)yz € [0,oco). 

显然 , 除了 nx 附近 外 , 都 将 有 -zasintz < -wz 因此 除 一 串 以 nr 为 中 心 长 
度 可 以 很 小 的 区 间 外 , g(x) 趋 于 -ceo 的 速度 都 比 -zx? 来 得 快 , 但 是 g(x) 在 这 串 小 
区 间 上 的 性 质 已 足以 决定 微分 算式 的 极限 点 性 质 了 . 


考虑 区 间 二 一 [et 已 pe 各 这 上 二 又 


起 
本 人 


1 
Ly | 
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在 其 余 的 地 方 让 w(z) = 0. 显然 这 是 一 个 非 负 的 局 部 绝对 连续 函数 , 取 


(x)=0, @(s)= 一 Z3 sin4 z, ds3(Z) = 0, 


容易 看 出 条 件 (1) 和 (3) 满足 , 而 在 nz 附近 ， 


3 
、 t 
(x3 sint z)w? (7)= (nr 十 四 3 sint (nat+t)w? (nat+t)=n3 («+ :) sin4 tw? (nn+tt) 
n 


Xn («+ 让 (号 ) > :OU 


De 


[ we = Y= 


n=1 

所 以 条 件 (2) 与 (4)' 满足 , 故 M 是 极限 点 的 . 

在 例 3.3.2 里 也 有 一 串 区 间 , 在 这 串 区 间 上 q(x) 趋 于 -oo 的 速度 跟 -zx? 差 不 
多 , 可 见 为 了 保证 M 是 极限 点 的 , 对 于 gq(z) 在 [c,co) 上 的 整体 性 质 并 无 要 求 , 只 
需要 g(x) 在 部 分 范围 内 有 较 好 的 性 质 即 可 . 这 便 引 导 到 下 面 所 谓 的 “区 间 型 判别 
准则 ”. 最 早 的 这 种 判别 准则 见于 1951 年 P. Hartman 和 1963 年 R. S. Ismagilov 
的 文章 , 后 来 I. Knowles 和 M. S. P. Eastham 从 不 同 的 方面 发 展 了 它 . 原来 人 们 以 
为 这 是 一 类 新 型 的 极限 点 判别 准则 , 经 T. T. Read 的 处 理 , 则 仍然 可 以 统一 在 N. 
Levinson 技巧 之 内 . 

定理 3.3.6 (Eastham-Read) ” 设 存在 一 串 互 不 相交 的 区 间 {1}( 按 顺序 排列 )， 
I = [an, bn], 和 一 串 正 数 {vun}, 使 得 


另外 ， 


b 
+. dw 
(1) wnP2 > K > 0, 其 中 , PP, = A 
i VD(Z) 
DO 
1 
(2) 》 一 = oo; 
n=1 Un 


bn, 
(3) q (s)dr < Ov2 Ps min VEC， 


则 M 为 极限 点 的 . 
证 明 ”适当 地 调整 w 可 使 天 > |. 
(1) 定义 函数 w(z). 
由 于 1 < [vnP2] < vnP? < [vnP2] 十 1, 这 里 [vnP2] 表示 vnP2 的 整数 部 分 , 可 
以 把 到 分 成 [vwP2] + 1 个 小 区 间 , 使 得 在 每 个 这 样 的 小 区 间 J 上 , 都 有 
J 
20x Ps 


1 
< -a 过 
~ hr 3 (Z)dz vn 


3.3 Weyl 点 , 圆 的 判别 于 


如 果 有 一 半 以 上 的 这 种 小 区 间 , 使 得 
上 0 (wm) ds S200P; min Vp(7), 
了 n 


则 


A x V 
E 二 /rodz > CunP([wP2] + 1) min VP(Z) > Co 全 min VDP(Z)， 


所 以 至 少 应 有 一 半 的 这 种 小 区 间 , 使 得 

dv)ds < 20v, BP; min Vp(7). 

| n 
在 每 一 个 这 种 小 区 间 J = [c,d] 上 , 取 ee (c,q), 使 得 

| war 了 /ide 
在 这 种 小 区 间 J 上, 定义 
f ria c<r<e, 
wz) = 
wl(e) 一 / p-¥(t)dt, 6 


在 I 的 其 余地 方 以 及 UI 的 补 集 上 都 定义 w(z) 为 零 . 则 w(z) 是 非 负 的 局 部 绝 
对 连续 函数 且 
maxw(Z) 一 W(e) = | rwar < pay 


显然 w'(z) 几乎 处 处 等 于 0 或 p(xz), 所 以 pu'2 <1. 
(2) 分 解 ga(z) 如 下 : 在 每 个 五 的 lvnP2] +1 个 子 区 间 J= [cd 可 上 定义 


d 
do(Z) = zs/ qd_(z)dz， 
在 J 与 JTJn+l 之 间 ， 即 [bn, an+1] hss 令 
do(Z) = 人 2 gq- (7)dz, 


则 go(z) 是 [6,00) 上 的 阶梯 函数 , 显然 lo, co) 可 以 由 一 些 子 区 间 7 组 成, 使 得 
/本 四 -mldz=0 
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取 qi(x) = 0,q(z) = q+ (2)—go(z),g3(7) = -9-(z)+g(z), 则 q(x) = q(x)+g2(7)+ 
gs(7). 

(3) 验证 定理 3.3.5 的 条 件 . 

(i) (1+6)pw? — gqw 一 (1 十 6)pw2 入 1 十 0. 

(i 因为 在 那些 不 满足 


下 g_(%)dz < 20Cvn Pn min VD(Z) 
.1 n 


的 小 区 间 J 以 及 UI 的 补 集 上 , w(x) = 0, 而 在 满足 该 不 等 式 的 小 区 间 7 上 ， 


4v2P2 
由 于 fv iar < we < " 和 2 于 起 
可 ey Tt Vp(z) da En 2 一 We 


所 以 整个 讲 来 gw? < C, 这 样 便 得 
-gaw? = (gq — qa) SC-gw <o. 


(说) 取 d = 1, 注意 到 wp 1 lO 只 在 不 等 式 fs (s)ds < 20vnPn in， 
V5 满足 的 那些 小 区 间 J 上 不 等 于 零 , 而 当 x 属于 这 种 小 区 间 J 时， 


/ galt)dt = 上 (dt+ f ga(t)dt = | . gs(t)dt. 


于 是 可 得 


1 
Wp 2 


上 nt 
3 . gq_(t)dt+ Te 上 0 一 (bdt 


1 d 2CvanPn min VP 
一 一 一 一 _(t)jdt<—— < 2C. 
vnPnVPp | 人 ) vnFnVPp 


区 1 
过 一 一 一 
| a Ss vi Pav 


1 
~ ZonPayP 
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(iv) 由 于 
J wi- /二 (/ viat) sot a 站 (f via) dz 
= 3 aa 二 (f rie) = (fre) 
村 (fm) ， (ol 
故 得 


这 样 条 件 (i)~(iv) 均 满足 , 所 以 M 是 极限 点 的 , 证 毕 . 

推论 3.3.5 (Hartman) ”如 果 在 一 串 有 固定 长 度 的 区 间 {I} 上 , q-(z) 有 一 致 
的 下 界 , 则 -D2? +g 是 极限 点 的 . 

证 明 取 w,=1 用 Eastham-Read 定理 即 得 . 

例 3.3.4 ”在 [lco) 上 考虑 微分 算式 - 风 一 zesinzy， 取 I = [((2n 一 
1)m) 广 , (2nn)](n = 1,2,…), 显然 在 I 上 q(z) > 0, 所 以 gq_(z) =0, 而 


= O(n 人 9 约 ; 


P, = (2nm) 让 一 ((2mn 一 DD)? = (2nn) E Es @ 和 去) 


取 w =m? 加, 则 当 0<B<2 时 ,了 二 =oo, 所 以 对 任何 a, 只 要 0<6<2， 
微分 算式 都 是 极限 点 的 . on 
定理 3.3.7 (Read) 设 
(1) 存在 一 串 互 不 相交 的 区 间 {.} 使 得 g(z) 在 每 个 上 非 负 ; 
(2) 存在 常数 y > 0 和 0 <c<1 以 及 太 的 子 区 间 (mn = 1,2,…), 使 得 在 
\ 1 的 连通 分 支 J 上 满足 J viar 有 7 ZEdz 且 有 
a J 


n 


{oll (Oe] (rie) -< 


则 M 为 极限 点 的 . 
证 明 (1) 定义 函数 w(z). 
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设 Jn = [a bj 假定 In = [ei, ca]， 记 C0 一 Qn, C4 一 bns 可 适当 把 J 扩大 一 点 ， 


1 1 入 EF 1 
/ pridz= / piaz=7 | D 2dz7z, 
co C3 和 


再 取 co e (cl, cs), 使 得 
人 


首先 在 出 网 外 , 取 w(z) = 0, 而 在 上 定义 w(z) 如 下 : 


rT 
下 pzdt, G0 KS 
co 
w(c1) exp 可 (2 dt|, cw 芝 c2， 
C1 也 
ca /gq 3 
w(c1) exp 3 (9) dt Ch 
I 


ca 
了 p72dt, es 
rT 
所 以 当 co <z<el 与 cg <z<ca 时 ,有 
pw =1, 


而 当 c1 <z < c 与 co <zZ< cs 时 , 则 有 


2 
w 二 土 c (9 wW, cr2puw'2 一 quw2 一 0. 
也 


(2) 分 解 a(z) 如 下 : 在 UU 及 外, 取 qi(z) = 0,g2(7z) = d(z),qs(z) = 0; 在 Un 
上 , 取 qi(z) = 4(7), gq2(7) = 0,q3(7) = 0. 

(3) 下 面 验证 定理 3.3.4 的 条 件 .， 

显然 mtz) >0, 取 6 一 方 ~1> 0,K > 启 , 则 得 


(1+6)pw? — qiw < K, 


条 件 (1) 成 立 . 根据 w, qi1, q2, qs 的 定义 , (2) 与 (3) 是 自然 满足 的 . 最 后 , 因为 


3 0 3 
/ w? (2) do |/ w? (2 dz > 2 (4) dz 
i p 沁 p cl p 
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-eof (LO 


C2 


oo 3 Se 址 2 
w? (2) dz> 并 ex -| (9 dz|—1 由 qr) = co， 
» 了 2c 二 i PD 


条 件 (4) 也 满足 , 故 M 为 极限 点 的 , 证 毕 . 
推论 3.3.6 (Ismagilov-Knowles) 设 
(1) 存在 一 串 互 不 相交 的 区 间 {.,}, 使 得 在 每 个 上， 


pr) > pn >0, ‘q(r) Sgn > 0; 


则 M 为 极限 点 的 . 
证 明 对 于 Y= 3 与 0<c<1, 取 .的 子 区 间 ,使 得 .hh\ 1 的 两 个 连通 


分 支 上 p-1! 的 积分 都 等 于 7 / p-1dz. 于 是 
2 


i 1 1 
exp el (9) dz|—1> 小 (09 dr > p22 / pw = Soi f pd, 
I \ 了 je 六 2 J 


故 
oo 去 2 
二 人 ef (9 | = | (fri) 
2 Ba) ev de 
> Srldd / ? ‘a (fo ld】 > 52 下 二 = wy 
因此 M 为 极限 点 的 . 
例 3.3.5 在 [0,co) 上 考虑 My = 一 y' 十 x? sin(xz6)y,a,B > 0, 显然 对 应 的 


机 


qlz) 在 菜 些 区 间 上 趋 于 -oo, 取 灰 一 [2 六 (2n+1) 刘 ,到 一 (Cnt ,nt | 


s 1 
当 zz € 时 , sin nz? > i 所 以 


] \ 身 
9 全 
(m+) 


d(Z) 之 qn = 2 

而 

d 在 1 

也 ONE 6 4 
[| 

6 
于 是 根据 推论 3.3.6, 当 
入- > -1, 即 w>40-6 时 ， 


M 为 极限 点 的 . 但 是 由 


去 
(3 dn= | zi Vsinnvdz > . 7 ridz 
J I I 


1 5\ (s+1) 1 
a | 
Vi(3+1) (: + ; [ | | 


= O(n$ $+-1), 


根据 定理 3.3.7, 因为 有 指数 函数 出 现 , 只 要 (2 +1) -1>0 即 a > 29 一 2 时 | 
便 可 得 M 为 极限 点 的 . 这 个 结果 当然 比 前 一 个 要 好 . 这 主要 是 因为 当 有 和 取 
但 : 千 、 d gq 3 = 

得 适当 使 / (9 dz 无 界 时 , exp l . (4) | 可 以 很 快 地 趋 于 oc. 


以 下 讨论 极限 圆 的 判别 . 设 a = 0, 算 子 的 极限 圆 性 质 与 极限 点 性 质 不 同 , 它 对 
系数 有 更 强 的 要 求 , 这 一 点 可 以 从 下 述 两 个 定理 看 出 . 

定理 3.3.8 (Eastham-Thompson) ”对 任何 [0,co) 上 的 连续 函数 Q(z), 都 存在 
一 个 局 部 Lebesgue 可 积 的 函数 g(x) 使 得 gq(z) < Q(z), 而 M=-D?+g 是 极限 点 
的 . 
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证 明 ”首先 给 一 个 构造 极限 点 微分 算式 的 方法 , 对 一 串 正 整数 {Nn} 取 两 个 
正 数 序列 {an} 和 {6b,}, 使 得 


dn = Vy S” bs = 


n=1 


考虑 [0, 00) 上 一 串 分 点 
0 有 pe 入 
E=1 


在 每 个 区 间 [Sh sn)(n == 加 2, | ) 上 定义 


q(z) 3 —a2, 


于 是 得 到 一 个 阶梯 函数 , 它 自 然 是 局 部 Lebesgue 可 积 的 , 显然 可 以 看 出 
Y¥(m) = 1 L080n(d = Sj) Bi 三 王 庆 5 
是 方程 -y" + qlz)y = 0 的 解 , 其 中 , Mo = 0, Ms = 》、 Ne(n 二 1,2,…). 因为 
k=1 


Y(s —0)=(—1)M"-1 cosan(sn — 8n_1) = (—1)M"-1 cos nN,, 
= (Dt = (Da 


Y(sn+t+0)= (—1)M" cos Qant1(sSnt1 — sn) = (—1)M", 


所 以 Y(z) 在 整个 区 间 [0, co) 上 连续 . 此 外 , 由 


Y'(2) (1 nr 
Yi(sa—0) =0=Y’(a,+0), 


可 知 Y'(z) 也 在 整个 区 间 上 连续 . 但 由 于 


oo Oo 人 1 Oo 
Y2(z)dz = / cos2 an(T — sn_1)dz = = by = 00; 
| > (smn)dr = 3 


Sn—l 


故 微分 算式 M 为 极限 点 的 . 国 
现在 对 区 间 [0, oo) 上 的 连续 函数 Q(z), 取 正 实数 序列 {bn}, 使 得 》) bn = co 
T= 


作 分 点 $0=0,8, = » b(n = 1,2*) 令 
v= 


(a min VR), 


Sn—1<TE&Sn 


选取 正 整数 序列 {Nn}, 使 得 


n2N2 
i 六 二 汪汪 
0 


再 取 正 实数 序列 {fan}, 使 得 


adi = NN WL ld 


按 前 面 讲 的 方法 构造 函数 q(z), 则 


n2N2 
d(z) = 一 an 三 一 < Qn < Q(z), Sh-1 < TX sn = L270, 
Nn 


这 个 g(x) 便 满足 定理 的 要 求 . 证 毕 . 
注 ”如 果 选 取 的 {NV}, {an},{bn} 还 使 得 {an} 有 正 的 下 界 , 那么 方程 -y” 十 
gq(z)y = 0 的 两 个 线性 无 关 解 
Y(a) = Ce080n(t = sn- = 2 
FZ(F) = (DA 二 snanGe Bal) lr, 
都 是 有 界 的 , 所 以 它 的 一 切 解 均 有 界 . W. T. Patula 与 J. S. W. Wong 在 1972 年 的 
文章 An L?-analogue of the Weyl alternative, Math. Ann. 197, 9~28 中 曾 证 明 如 果 
微分 算式 -yy + g(z)y 的 一 切 解 均 有 界 , 则 gq(z) 的 一 切 L? 摄 动 (1 < p < 2) 都 不 
改变 它 的 极限 点 或 极限 圆 性 质 . 根据 这 个 结论 , 便 可 以 在 定理 3.3.8 得 到 的 q(x) 上 
加 上 某 些小 的 摄 动 项 , 使 得 新 的 a(x) 不 仅 满足 定理 的 要 求 , 而 且 还 是 无 穷 可 微 的 . 
定理 3.3.9 (Eastham-Thompson) ” 任 给 。 > 0， 存在 [0, co) 上 无 穷 可 微 的 qi 
和 q, 使 得 除了 zx 属于 一 个 总 长 度 不 大 于 e 的 区 间 组 外 都 有 qi(z) = %(z), 且 微 分 
算式 Mi = -D? 十 qi 为 极限 点 的 , 而 M2 = 一 D? 十 qz 为 极限 圆 的 . 
证 明 取 Nu = 2o = bm = 之 (n =1,2,…), 则 按 定 理 3.3.8 的 注 可 以 取 
到 无 穷 次 可 微 单调 下 降 (因为 a 是 递增 的 ) 的 qi(z), 使 得 Miy = 一 十 qi(z)y 为 
极限 点 的 . 这 里 qi(z) 是 由 定理 3.3.8 里 的 阶梯 函数 q(z) 在 sa 的 7 邻 域内 经 
过 光滑 化 后 得 到 的 . 
为 了 得 到 微分 算式 M2, 令 


ga(z) = qi(z) + qi(z)|i (lq (z)l 4)", 


显然 除了 总 长 度 为 = 的 区 间 组 人 (sn - 1, sn 十 于 二 ) n= 1,2,…} 外 , 其 余地 
方 mt(z) 都 与 wx(z) 相等 . 下 面 来 证 明 M2y = 一 y 十 92(z)y 是 极限 圆 的 . 
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取 
fa) = | lui Oe, se zo,00), 
二 次 连续 可 微 函数 ， VE [0， Z0]， 
因为 


£ lqi(z)| -3dz = Ve |qi(zx)|-3dz + ol lqi(z)|-#dz 


n=1" Sn 
2T 
和 Jo lq(z)) Wa i 
所 以 fe 7Z2[0,co). 此 外 在 [zo, ceo) 上 ， 


Majf(z) =—f"(z) + gq2(2)f (7) 
=—[(—q1(z)-#)"” +i((—q(z))#)’ +i((—gqi(z))#)’(—qi(z)) 
-二 六 (z)) 8]ei /2 (~q(t))dat a (z))-3 
上 (人 和) /ae 
=—i[((—q(z)) + ((—q(z)) -#4)’(—q (2))¥]e /Sma 0. 


因此 M2f s L?[0, 00), 这 表示 f 属于 最 大 算 子 多 (Mz) 的 定义 域 9(TI(M2)), 而 当 
2Z 一 oo 时 , Lagrange 双 线 性 型 


Wf, f(s) =f(2)F (2) — f' (2) Fe) 
= Ca(e) te /Ce ga) 4) ig) Se 


-a0) i + ig (a) te /Ce ge)) -#0 /Se 
一 一 2i 


并 不 趋 于 零 , 所 以 由 定理 1.2.5, M2 是 极限 圆 的 . 证 毕 . 

这 条 定理 说 明 微 分 算式 的 极限 圆 性 质 并 不 像 极限 点 性 质 那样 可 以 由 一 串 区 间 
上 系数 的 性 质 决定 , 它 是 由 系数 在 整个 区 间 上 的 性 质 决 定 的 . 这 一 现象 并 不 是 二 阶 
情形 所 特有 的 , T. T. Read 对 一 般 2n 阶 对 称 微分 算式 的 极限 圆 情形 也 得 到 了 类 似 
的 定理 . 

下 面 将 用 渐 近 方法 考虑 微分 算式 的 解 在 无 穷 远 处 的 渐 近 性 态 来 得 到 某 些 极限 
圆 情形 的 充分 判别 原则 . 

定理 3.3.10 (Read) ” 设 存在 正 函数 f(zx), f'(z) 局 部 绝对 连续 且 


1 
h=f (or+ 韦 和) € L[0, o0), 


138 . 
则 方程 
的 解 有 下 述 渐 近 估计 : 
0 
ee 
其 中 , = 37 


证 明 ” 设 y 是 方程 的 解 , 令 
Ww = 


则 wi 与 ws 满足 方程 组 


把 它 写成 矩阵 形式 , 即 


其 中 ， 
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My=0 


y= (7 证) +o) 


wz = —pfy +pf'y, 


= (A+E)W, 
We 0 0 
， 罗 = 
1 0 —h 0 
D3 


而 互 e L[0, 00), 先 解 W' = AW, 然后 用 常数 变易 法 去 估计 解 . 


。 1 0 a 外 
设 > ) “到 o, 其 中 , a = 一 一 =, 则 
2 一 0 pf? 
pi =ap2, pa = -opi 
于 是 | , 
a = ee P19P1 = 一 22%22， 
Pp2 Pp1 
积分 得 
0 = 一 2， pl = 士 ip2. 
这 业 
A = 士 iapl， p1 = RE adz 一 etiF pa = 本 91 ey +ieti?. 
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这 样 便 得 到 W’ = AW 的 一 个 基本 解 组 


1 二 
det$ = —2i #0, = 让 4 


设 WW = 6 丈 , 其 中 ， | 0 jn 
yo 


FV+Ev =(A+ESV, 
即 

FV = ESV, VvV=6 ESV. 
ih ihe—2iF 


he = 


因为 瓦工 0,co) 所 以 更 -1 万 = > ( 有 
成 是 空间 R? 中 的 向 量 , 作 内 积 


) ez 工 0,co). 把 它们 看 


(V', V)= (更 EGV, UV), (Vv,v)=(V,S 1ESy), 


所 以 
(一 站 <|g ESV < | Es?. 


因为 有 限 维 Banach 空间 上 的 模 都 等 价 , 故 
I ES| < Klhl, (T(z)|) < 2K|h(z)) (2))?, 


于 是 
el eo) gles, 


这 表示 业 , Wo 在 [0,co) 上 有 界 . 由 于 齐 次 方程 的 解 可 以 不 考虑 常数 因子 , 故 得 
亚 王 1 十 o(1). 


这 样 便 得 到 了 W 的 基本 解 组 的 渐 近 估计 


eT (1+o0(1)) ew (Lato(l)) 
位 向) —ie-if (1 + 0o(1)) 
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由 此 可 得 y 与 y 的 渐 近 佑 计 


y= fw = je (1 + o0(1)), 
ee 六 A! etiF 0 
y= 二) = fy 归 - (fF ) reo) 
定理 证 毕 . 
推论 3.3.7 (Knowles) ” 设 存在 正 函 数 f(x), (7) 局 部 绝对 连续 且 
~ (Mf+ 六 | € L[0, oo)， 
则 M 为 极限 圆 情形 的 充分 必要 条 件 是 f e L?[0, co). 

如 果 ww 和 wv 是 方程 My = 0 满足 p(wwv - uv') = 1 的 两 个 解 , 令 7? = 
十 记 , 则 M 为 极限 圆 的 充分 必要 条 件 是 re L2[0,o0). 但 是 由 7 = 全 一 “ 
可 得 

Mr+ -= -ery+er+ 二 = 一 (Ps tort 
_ (pw)'v+ Ue + pu? 十 Du/ Wi vv)2 ee 点 
p(w t+ vv)? 一 (pu? 十 pu2)(u2 + v2) 


1 
二 =v2 二 kL ee 
7 pr 


Du 一 to 人 小 二 
二 eT 十 Dr 三 0， 
所 以 推论 3.3.7 里 的 f 可 以 看 成 是 7 的 一 个 近似 . 
例 3.3.6 ”在 [1,co) 上 考虑 微分 算式 My = 一 (zx*y)' 一 28y, 取 jz) = 一 


则 


a+B /3a—b eB 

pp a 
当 记 三友 去 2 时， 1 (xf+ 疡 】 ce L[1, co). 由 推论 3.3.7, 对 于 满足 w-6<2 的 wa 
和 8, M 是 极限 圆 的 充分 必要 条 件 是 wc 十 8 > 2. | 

特别 地 , 当 a = 0 时 , 已 经 知道 M 在 6 < 2 时 是 极限 点 的 , 现在 则 得 到 6 > 2 
时 它 是 极限 圆 的 . 

下 面 推广 定理 3.3.10 使 它 在 势 函数 部 分 能 允许 有 一 个 小 的 摄 动 项 . 考虑 4 = 
r 十 5, 其 中 , r 是 一 个 比较 好 的 函数 , 而 摄 动 项 s 则 可 以 振荡 得 很 频繁 , 但 从 某 种 意 
义 来 说 是 某 个 “小 ”函数 的 导数 , 这 样 能 证 明 方 程 


My= 一 (py) +(r+s)y=0 
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的 解 主要 的 将 由 7 来 确定 . 
定理 3.3.11. (Read) ” 设 存在 正 函 数 f(z) 和 函数 u(z),v(7z), 使 得 f(x), wu(z)， 
v(z) 都 是 局 部 绝对 连续 的 , 且 满 足 


(WF | +7f + | Lo,00); 
(2) u 有 界 并 使 得 下 列 3 个 函数 都 在 [0, co) 上 Lebesgue 可 积 : 
(这 ) w 十 


5 严 ” 2 pF? 
则 方程 的 解 有 渐 近 估计 
y= Fortis 40) 
Y= | 一 条 (> 土 去 | e+iF (1 + o(1)), 
Po 业 
其 中 ， 全 Dj2e2u 
证 明 ” 设 y 是 方程 的 解 , 令 

wi 二 全 2 一 (mr 和 字 ) ey — pfey, 
则 由 ， 

y= ferw, y=few—— 2 


可 得 wi,w2 的 微分 方程 组 


wi = 有 Ww a 
4 三 pf2) 1 Djf2ezu 2 
4v2 2v 
i 三 二 2 -ff + rf t+) wt (w+ 区 102. 


加 
G=f|-@fY+rf+ 才 |， ea 


f3 
则 由 于 wu 有 界 , 可 得 
和 Ny ' "AN a | 
= (ory tf t+2v ts 5) = © (c 7 +2H8+ 
1 


= —e2 le 十 2 万 一 720 一 | 
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1 1 
= —e2" C+28 -ne “下 1-4u-e- 吉 | 
琴瑟 


1 RS 
二 2 刀 cS - 2 
[e+2n er + so | 


令 
0 -i 
和 过 三 2 
Ww2 于 0 
pf2e2u 
和 1 2 | 
= nw. ry 2 jf er 
e [e+28+ ol)| Ww 
则 方程 组 可 写成 矩阵 形式 


W’=(A+E)W. 
由 条 件 可 知 五 € L[0, oo0), 所 以 用 定理 3.3.10 里 的 证 明 方 法 可 得 W 的 两 个 基本 解 


组 是 
e“ (1+0(1)) e (1+o(l)) 
ie'r (Ll Eo(1)) /Nei (LFAo(DY / 


wi = etif (1 +o(1)), wa = +ietif (1 + o(1)), 
这 里 Pr 一 -了 元 于, 由 此 可 得 


je2u 


即 


y= je (1+o(1)), 
1 


v= | (of 天) fe + ot) Fiesr (1 +olD)| 


6 -站 (> 本 3] ertiP (1 + 0(1)). 


定理 证 毕 . g 
通常 在 应 用 定理 3.3.11 时 , 若 > < 0, 便 取 f = (—pr)-2. 于 是 + 了 十 p73 三 :0; 
这 样 第 1 个 条 件 变 成 f(pf)'e LI0, co). 然后 再 取 w,wv, 使 得 
Re i Du Sf2 
u Td 人 人 
推论 3.3.8 设 5=sSez5f0,co)nz210,co), 则 方程 


0. 


y+(l+s)y=0 


3.3 Weyl 点 , 圆 的 判别 本 


的 解 有 渐 近 估计 
y=etis(1+o(1)), y= (-S+i)eti?(1 +o(1)). 


证 明 取 / 一 lu=0,v 一 一 2, 则 在 定理 3.3.11 中 


. A =0,， p=—1,r=—l. 


B13 
w+ = 5 € Ll0,o%), 
2 2 2 2 
i 
条 件 均 满足 . 此 时 ， 
Fr 到 i = 
故 下 =x, 于 是 得 
2 三 人 人 下 o(1)), 
y =(-S+i)et?(1 +o(1)). 
证 毕 . 


从 这 里 可 以 看 出 , 当 s 是 一 个 “小 ”函数 5 的 导数 时 , 方程 的 解 就 与 y+y = 0 
的 解 差不多 , 这 时 微分 算式 % + (1 + s)y 属于 极限 点 情形 . 
例 3.3.7 在 [L co) 上 考虑 微分 算式 My 三 多 上 (1+ 天 zasinzp)y. 由 于 


K K(@— 业 
尽 三 1 sin zpdz = BY cos ze 十 TY fo cos zidz 


a 
(a Ee 和 


b 
所 以 当 0<a<6-2 时, S = 0O(z*-8+1) € Ll1,o00) 赂 2[1,o00), M 为 极限 点 型 的 . 

推论 3.3.9 (J. S. W. Wong) ”如 果 微 分 算式 M = 一 DpD +q 的 系数 满足 

(1) q' 局 部 绝对 连续 , % 局 部 Lebesgue 可 积 ; 

(2) a < 0; 

(3) (一 pq- 二 E L2[0, co); 

(4) {p[(—pg)-#]} € L2[0, oo)， 
则 M 为 极限 圆 的 . 

证 明 ” 取 f= (-pg)-*,w = 0,v = 0, 则 定理 3.3.11 的 条 件 均 满足 , 所 以 方程 
My = 0 的 解 有 渐 近 估计 


到 
三 Ry cos ZA 十 


y= (~pq) tetif? (1 + 0(1)). 
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注意 到 条 件 (3) 便 知 一 切 解 都 平方 可 积 , 故 微分 算式 M 为 极限 圆 型 的 . 

推论 3.3.10 (Everitt) ”如 果 微 分 算式 M = 一 DpD 十 g 的 系数 满足 推论 3.3.9 
的 前 3 个 条 件 , 且 

(4)’ [p(pq)’(—pq) 4] € L210, 00), 


则 M 为 极限 圆 型 的 . 
证 明 ”因为 


lp(pq)’(—pq) i] = 4{p[( 一 pq) 一 直人 


所 以 Everiitt 的 结果 与 Wong 的 结果 是 等 价 的 . 
类 似 地 , 也 可 以 从 Read 定理 推出 更 早 些 时 候 Dunford-Schwartz 的 一 条 极限 圆 
判别 准则 . 
推论 3.3.11 (Dunford-Schwartz) ”如 果 M = 一 DpD 十 g 的 系数 满足 Wong 推 
论 的 前 3 个 条 件 , 且 
» | (=p9)’ 1 1[(-pa)y 
0 [| + i < Sho) 
则 M 为 极限 圆 型 . 
证 明 ”因为 
一 4{p[( 一 pg)- 针 站 = 加 (一 pg) (一 pg) 一 外/ 
_ 世 一 pg 了 52[ 一 2g) 人 了 
(-pg 4 (-pg)t 


而 
(-pg) |] 1[(-pg) 了 2 fp(-pa)| ,1[(-pg))? 
| Taphgs™ 全 —pq)3 | We Te 
pp 3p-pg) 1[(-p9)) 
(pg) 2 (pq 4p3(—g)3 
_ lp(-p9)) 5pl(-p9)'Y 
(pq)¥ 4 (一 pg) 
故 可 得 


le ble 
4 p32(—g) 


-CgritptCzg HY = | | + 


因此 取 f = (pq)-3,w = 0,v = 0, 用 定理 3.3.11 即 得 . 

最 后 再 考虑 一 个 例子 . 

例 3.3.8 ”在 [1 co) 上 考虑 微分 算式 My = y" 十 (z* 十 Kz sin z7)y, 由 例 3.3.6 
知 当 a > 2,K =0 时 , M 为 极限 圆 的 . 现 设 a > 2, 而 KK 关 0, 即 增 加 了 一 个 摄 动 项 
的 情形 . 


3.3 Weyl 点 , 圆 的 判别 


应 用 定理 3.3.11, 这 时 7 = -ze < 0, 所 以 取 f(z) = zx-%. 于 是 fe Z2[1,co) 且 


CQ 


jj = (-3) (了 一 1) he 


定理 3.3.11 的 条 件 (1) 满足 . 记 5 = 2,C - 1 取 wv 满足 微分 方程 组 


WU = 2zou， 
Vy/ = —27iu 一 Cz6-5 sinz7, 
即 
u 到 0 275 u 0 
人  \-2z5 0 人 一 Czp-5sinzy 人 
齐 次 方程 的 基本 解 组 是 


其 中 , F' = 2z6 ,不 = pi 用 常数 变易 法 求 u,v, 设 


代入 方程 组 得 


即 
Uo NR 5 6+1 
c= | xsinz?Y (cos wt sin z dz, 
人 6 十 1 
iC 2 
co = 三 之 15026807 (eos 二 人 十 isin je ] dz 
因为 当 7 >1+5 时 ， 
| 
J sin zysinze+ldz = ——28-6 7+1sin zitlcosz? +...= O(z8-6-7+1), 
这 
而 当 y<1+6 时 ， 
1 
FE sin zy sin ze+ldz = = Te sinz7 coszxitl 十 …: 一 O(z6-25)， 
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所 以 
| O(we--7+t1l) y>1+6 
U,V = 
O(z6-°), 7<1l+56. 
于 是 当 访 < min {9 机 3} 时 ,定理 3.3.11 的 条 件 (2) 也 满足 , 因此 当 
3 3a 
3" 


a>2K#0Wp<min{G+7 3 } 时 ,增加 了 了 报 动 项 的 微分 算式 仍 是 
极限 圆 的 


3.4 Weyl 函 数 


定义 3.4.1 ” 设 微 分 算式 M 在 oo 处 为 极限 点 的 , 称 me(A) 为 M 的 Weyl 函 
数 , 记 作 M(A). 

因为 dim Co(A) = M(A), 所 以 对 任何 0 < 加 < o0,0 < Bn < 只 要 ,lim bn = 
co, 就 有 lim ms(X, pn) = M(N). 

定理 3.4.1 设 M 在 co 处 为 极限 点 的 , 则 

(1) M(A) 分 别 在 ImA > 0 和 ImA < 0 上 解析 ; 

(2) MCA = M(A); 

(3) ImA > 0 时 , ImM(A) > 0; InA < 0 时 , ImAM(A) < 0; 

(4) M(A) 的 零点 和 极点 均 在 实 轴 上 了 且 为 简单 的 , 残 数 为 负数 . 

证 明 (1) 在 上 半 平 面 上 任 取 一 点 Xo, 要 证 明 M(A) 在 和 0 点 解析 . 取 和 0 的 一 
个 全 部 含 在 上 半 和 平面 内 的 闭 圆 域 


Br(Xo) = {MIA— Nl < 7}, 
当 b5 二 1 时, C1( 和 ) 的 圆心 maio(A) 和 71( 和 ) 分 别 是 


[p90) [p90) 
[9, 01(1) | a 
, are / |2| dz 


= et 
2m / Io? dz 
0 


m10 (入 ) 一 一 


Fl( 入 ) 


它们 都 是 上 半 平 面 的 连续 函数 (因为 分 母 不 等 于 零 , 而 w,9 都 是 ^ 的 整 函数 )， 这 
样 当 和 在 Br(Xo) 中 变 时 , mao(A) 和 r1( 和 ) 都 有 界 , 因此 A ,a 连同 内 部 ) 
EBr(N0 


是 m 平面 上 的 有 界 集 . 
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mm 平面 


Ci(N) O(N) 


当 b> 1 时, 对 入 e B( 和 0)， 
mi(A) < 【人 (COA) 连 同 内 部 )， 


MEBr(N0) 


所 以 当 b > 1 时, mo( 和 ) 对 Ae 瓦 -(Xo) 一 致 有 界 , 而 mo(A) 是 和 的 半 纯 函数 , 由 于 
它 在 B.( 和 Ao) 上 一 致 有 界 , 因而 不 会 有 极点 , 所 以 ms( 和 ),b > 1 都 在 B(Xo) 上 解析 . 


E> 


图 3.3 


取 0 < rm < ” 考虑 闭 圆 域 Br,(Xo), Yu es Br (Xo), mo( 和 ) 在 | 入 一 p< Ir 一 mi| 上 解 
析 . 由 Cauchy 型 积分 的 求 导 公式 


, 1 . 
a Dpl=r-r (入 一 用 


可 得 (Cauchy 不 等 式 ) 


1 
mW < sap Im pe Br (MN)®, 
1 AEB (M0),b>1 


这 样 mp() 便 在 B,, (Mo) 上 等 度 连续 , 因此 由 Arzela-Ascoli 定理 , 存在 一 串 b; 一 co， 
使 得 {ms, (和 A)} 在 Br,(Xo) 上 一 致 收敛 到 M(A). 于 是 M(A) 在 B, (Xo) 上 解析 , 特 


C 
0 


1 
2ni 


1 
r=r1 


(一 ri)ieir 
(r 一 r1)2e2ir 


四 


和 


别 地 , 在 Xo 解析 号. 
(2) 因为 ms (= 元 QJ, 所 以 MO = JTJ 
(3) 由 于 M(A) 在 C1( 和 A) 内 部 , 所 以 


ImM (A) 
ImA 和 


0 过 人 |p(z,N) + AM(A)b(z, Adz < 
0 


(如 果 yp(z, 入 ) 十 M(A) 9(z, 入 ) = 0, 0 < zx < 1, 则 由 微分 方程 解 的 唯一 性 知 p(x, 入 ) 十 
AM(A)b(z, 和) 三 0, 与 p,9 线性 无 关 矛 盾 !). 于 是 ImM(A) 与 ImA 同 号 . 

(4) 由 (1) 和 (3), M(A) 的 零点 和 极点 必然 在 实 轴 上 , 剩 下 来 只 需 证 明 零 点 和 极 
点 都 是 简单 的 (MQ) = ji (名 宰 ), 所 以 MO) 也 可 以 定义 在 实 轴 上 ). 设 Na 
是 M(A) 的 零点 , 如 果 它 不 是 简单 的 , 则 在 Xo 附近 有 M(Xo+i5) = (Xo 十 i6 一 和 A0)?. 
h (Xo 十 6), h 解析 . 于 是 


ImM (Mo+i6) _ -56°Imh (No +i6) 


Im(o +i6) 一 6 2 
四 oo ImM(M 
1 lo+ Melzdz = 之 2 
0 ImA 


让 5 一 土 0, 由 Fatou 引 理 得 


lim inf lp + Mol2daz< lim of/ lo 十 Mgl?dz 
0 ”6 一 士 0 6 一 士 0 0 

_ jm ImMO _ 
0 


0， 


即 
人 lel?az 0 
0 
可 是 o 为 非 平凡 解 , 矛盾 . 所 以 零点 是 简单 的 . 对 于 极点 的 情形 , 可 以 将 p, 9 的 位 
置 倒 一 下 . 
y(7, A) 一 0(z, 入 ) + mpl(z, \). 
由 点 的 边 值 
cos By(b, 入 ) + sin Bp(b)y’(b, 入) = 0， 


@ {mo (A)} 在 Cr(Xo) 上 一 致 有 界 ，lim_ mp,, = M( 和 ), 其 中 , 入 € Cr(Xo) Cr(X0) 是 有 极限 点 
的 集合 , 所 以 由 Vitali 定理 , 收敛 是 局 部 一 致 收敛 . 

Vitali 定理 ” 设 {fn(z)} 在 G 内 解析 , 局 部 一 致 有 界 , 存在 一 串 zy € G, 它 至 少 在 G 内 有 一 个 极限 
点 , {fn(z)} 在 每 个 z 点 收敛 , 则 {fn(z)} 在 G 上 局 部 一 致 收敛 . 
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~ cospo(b,A)+sinBp(b)0(b,A) 1 
WT eospp(b,N) + sinBp(OP (DN) mi’ 
a Ob) 1 
OO en p60N) MOO)’ 


M(A) 零点 简单 , 即 M (A) 极点 简单 . 如 果 和 0 是 M(A) 的 极点 , 则 


[@4 2 n 
MA = +n (AN) ， 
9 一 个 


M (No +i0) = 和 + Son (8)" -对 十 ya 
n=0 n=0 
ImM (Xo +i6) 
ne 
> an (i6)” 中 的 虚 部 趋 于 一 个 确定 的 极限 , 故 a < 0, 即 Resx M(X) < 0. 
” 如果 M 在 oo 是 极限 圆 的 , 则 对 任何 满足 ImX 0 的 入 


一 ( 注 3 0!). 但 是 


lim GC,(X) = Co (N), 
0 一 oo 


这 时 im rno(A) 的 极限 不 唯一 , Weyl 函数 怎样 定义 昵 ? 假设 Imxo #0, ImA 关 0， 
Moo (AN0) € Coo (No)) 存在 ba 和 Bs 使 得 lim bn 二 00， 而 


im m(No, bn, Bn) = Moo (AN0). 


记 mn( 和 ) = m( 和 ,bn, Bn), 这 是 一 个 和 的 半 纯 函数 , 满足 ma( 和 ) = mn(). 注意 到 函 
数 ; 
yn(T, X0) = 2(Z, MN) + mn (M0)0(z, Xo)， 


yn(Z, 入) = (7, AN) + mn (A)O(z, 入 )， 
在 点 b, 满足 同样 的 边 条 件 


.Cos Bny(bn) + sinBnp(bn)y (bn) = 0, 


所 以 
yn(bn,N) pl(bn)y,,(bn, 和) 
Yn (bn, 和 0) p(bn)ys.(Dn, No) 


即 
p(bn)W (yn(., 入 )， 全 和 Xo))(bn) = 0， 
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所 以 
= to) ma (Go) (XN0)] (bn) 
E (0(, 和), p(s No) + mn (No) 0 (No)] (bn) 
[e(, AP ,30)] bn) + mn(Xo) [p(s N),0 (M0)] (bn) 


[8(, 和),we (, Xo)] (bn) 十 mn(Xo) [9(., A), 0(., Xo)] (5 n) g % 人 ) 


为 了 考虑 lim mmn(A)， 先 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 3.4.1 设 G 是 和 平面 上 的 有 界 区 域 , 则 当 b 一 co 时, [wp(., 入 ), (和 0)](D)， 
[p(-, A), 0(-, M0)](5), [9(-, A), p(, M0)](b) 和 [8(-, 入 ), 8(-, Xo)](b) 都 在 G 上 一 致 收敛 , 极 
限 [p(-, XN), pC, Xo)](00), [ip(:, N), 0:, No)](o0), [0(., 3), pl, Mo)](00) 和 [0(., A), O(, No)] 
(oo) 是 和 的 整 函数 . 

证 明 由 Green 公式 


b 
| (glz, No)Metz, N) — p(x, XN) MO(z, M0)) dz 


注意 到 
My(z, A) = 8p(z, N), 
MO(z, M0) = Xog(z, Xo)， 
[pC,N),0 (,Xo)] (0) = pO)W (pC,N), 0(, M0)) (0) = 1, 
可 得 


b 
(X= 人 olz, Ng(z, Xo)dz = |[Pp(A),6(,Xo)] (9) —1, 


存在 a € 及 , 使 得 和 eG 时 ， 
| 入 一 Xo| < a:. 
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设 b2 > b1, 则 
| [pC N), OC, No)] (2) — [pl N), 0(-, Mo)] (61)| 
b2 
二 -ao 1/ %(Z, 入 )0(Z, Xo)dz 
bi 


b> 2 
<ally(, Al (/ I0 (z, A o) 


b> 2 
<Ca 1 |6(z, Xo)|2 o) 一 0， b1,b2 一 co，( 由 推论 3.2.3) 
bi 


所 以 [p(z; 和 ,9 (z, 页 )]] (5) 当 5 一 00 时 在 G 上 一 致 收敛 . 因为 [p(z,),0 (z, 6)] (6) 
是 和 的 整 函 数 , 所 以 极限 [p(x, 入 ),9 (z, 和 0)] (co) 在 G 上 解析 , 由 于 G 是 任 一 个 有 
界 区 域 , 故此 极限 为 整 函数 . 
san aa. | laltay [a 
[g, ul (x) lg,v] (zx) 
证 阴 


[f,ul(z) [Ff, vl(z) 
lg, ul(z) [g,v](z) 


= [f,9] (2) la, v] (2). 


=[f,ul(z)[g, v](z) — [f, vl(z)lg, ul(z) 


2 可 -jejvG) (gs) tz) -gz)wc 而 
2(z) (7(z)g'(z) eT. Cv) — | 
+f'(z)g(z) (wo -waJwG ) ) 
= 信人 (Gay 四 一 六 ojote 人 
=p(z)W(f, 9)(2)p (2) W (wD) 
=[f,(z)[m, ol(z). 


这 样 便 有 
a (A) RE Es (00) Mo (No)[p(, 和 N), 9(., No)](00) 
ne [0(:, A), pl, Ao)](00) + to (No) [0(., 8), 0(., Xo)](co) 
[P(N), pC M0) + mo (MN), No)](00) 
[0(, A), p(", M0) + Wo (No)O(., No)]( 


后 者 属于 Cw (和), 记 为 砚 w( 和 ). 考虑 到 (由 引 理 3.4.2) 


oo)” 
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因此 分 式 线性 变换 


[e (5 入 ) ) 2(C,Xo)] (oo) 中 hoo (Xo) [e(， 入 )， 0(.,Xo)] (oo) 
[8(.; 入 )， pl Xo)] (co) Moo (No) [2(， 入 )， 0 (-, Xo)] (00) 


六 (No) 一 讽 ovo( 和 ) = 一 
是 一 一 的 . 同样 
冰 <(0o) = 一 此 


由 于 
[pC,N),p (No)] (00) [0(:,N), Pp (No)] (co) 
[P(N),0(, Mo)] (co) [0(.,N),0 (No)] (co) 
所 以 让。。(》) 一 疯 w( 和 0) 也 是 一 一 的 . 这 样 便 给 出 了 Cwo(X0) 到 Ce(A) 的 一 个 一 一 
对 应 . 在 Co (Xho) 上 任 取 一 点 砚 wo (Xo) 便 可 唯一 确定 一 点 站 <(A) se Coo( 和 ), 把 它 称 
为 极限 圆 情 形 的 Weyl 函数 , 这 时 Weyl 函数 并 不 唯一 . 
定义 3.4.2 ” 设 微 分 算式 M 在 oo 处 为 极限 圆 的 , Imxo 关 0, 给 定 亢 -(Xo) < 
Coo(X0), 称 


=1, 


M (和 ,站 。(Xo)) = 人 (入 ) 


为 M 的 Weyl 函数 . 
定理 3.4.2” 设 M 在 co 处 为 极限 圆 , ImXo 0, 六 (Xo) s Cw (Xo), 则 
(1) M (和 , 讽 wo(X0)) 是 全 平面 上 定义 的 半 纯 函数 且 


M (入 , 亢 。(Xo)) = M (和 元-(Xo)); 
(2) 入 是 M (和 ,, 讽 wo (Xo)) 的 极点 的 充 要 条 件 是 


= Is Bn M0 tn M0 4 Co No 
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证 明 (1) 


[8(., 入 )， 2(., No) 党 Moo (MN)O(., 》Xo)](co) 


(本 来 只 是 对 Im 和 关 0 得 到 这 个 公式 , 但 它 对 ImA = 0 也 有 意义 !). 


MX 而 co(Xo)) = 


[p(, A), pl, Mo) + moo (M0)O(., No)](00) 
= im [e(,A),2(, 0) 十 页 =]b( ,NO) 


b 
+ lim Sy EW 
一 co J0 


一 %(z, 和 )M (pl(7, No) + moo (MN)O(T, M0))) dz 


sina sinQ 二 hwo (No) cosa 


一 cosQ 一 cosQ 二 wo (Xo)sinaw 
b 
证 dm 1 (入 一 Xo)p(z, 入) (P(r, NM) + moo (M0)O(T, M0)) dr 
三 仙 -o(Xo) 十 (入 一 人 P(Z, 和 A) (p(T, Xo) + Moo (Xo) Oz, Xo))d7z. 


同样 ， 
[0(， 入 )， pl., Xo) 后 vo (M0)O(., Xo)]l(co) 
= lim [0(, \), p(, HH) + esto)0(., Wo)l(©) 
=[0(,N), p(, No) + moo (M0)O(, M0)](0) 


b 
+ lim | UY 


—0(7x, 和)M (p(x, M0) + Roo (M0)0(z, M0))) dr 


cosQa sinaw 十 裔 co(Xo)cosa 


sina —cosQa+t fo (MN)sina 
+ lim . oD ol dt Ae 
ee } ~ Be My a 0 de 
于 是 , M (A 和 ,人 讽 w (Xo0)) 的 分 子 分 母 都 是 整 函 数 , 如 果 分 子 , 分 母 都 是 0, 则 方程 组 


| [e(， 入 )， LA (-, No)] (co) 二 Moo (Mo) [e(， 入 )， 0 (, Xo)] (00) = 0, 
[9(., 入 )，% (:, Xo)] (co) 二 oo (NX0) [0(， 入 ),0 (., Xo)] (co) =0 


Sd hs 


有 非 零 解 , 故 


[p(., NA), Pp (-, No)] (00) [p(:, A),0 (-, Xo)] (00) 
[0(:, A), p (*, M0)] (co) [9(, A),9 (., Xo)] (oo) 
此 为 不 可 能 , 所 以 分 子 , 分 母 不 能 同时 为 零 , 因而 M (X, 让。(Xo)) 是 半 纯 函数 . 
(2) M (向 wo(90)) 的 极点 是 [9(, 入 ,p(w) 十 而 = (Ng(, 0)| (co) 的 零点 . 反 
过 来 , 后 者 的 零点 必 是 分 子 不 为 零 的 点 , 因而 也 是 M (和 , 疯 oo(X0)) 的 极点 . 
由 于 


bd [9 lelz, A) + mn( NO(z, Ndz, Im 天 0， 


记 
wz, 入 ) 2(Z， 入 ) +M (A, hoo (A0)) bx， 入 )， [人 入 ) 二 plz, 入 ) 丰 mn(N)O(z, 入 )， 
则 


= 
由 本 (Oo) _ no Paz- 1/ lb(z, dz|， 


而 


br Co 
下 lypn(z, A)| dz 一 Iw(z, NE dz 
0 0 

bn, 


bn 
ec pa- We as 
0 


2 
tI Ws; Naz, 


bn bn, 
bb 2 一 J 2dz 
/ bn, Paz wz, Nd 


=|lbnC, A — IC IE 


= Nl — pC All) + lwC, Nl 
< lywnC,N) — pC Nal lpn( Ns + yt, NN, 
pn Cs Nl, = pC N) + mn (AO NN < lp N+ lmn NOC, NN, 


又 因为 lim mn(A) = M (和 , 疝 so(X0))， 所 以 存在 Ni > 0, 当 n > Ni 时 ， 


[mn ON)| < IM Omrioo (No)| + 1. 
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于 是 当 mw 寡 2 用 
pn, Wl, < pl, N+ (IM (Nm (XN0))| + 1) 0(, NI < oO, 


[CN) — nl, Nl = |(M (六 <(Xo)) — mn (NX)) 0, NT, 
< |M (NX, Mico (N0)) — mn NNO NM 
<CIM (A, two (MN0)) — mn(A)|, 

所 以 当 n > Ni 时 ， 


上 bn 
/ [wn (zw, NP dz — wz, NP az < yA) = wal NN, (wv ,N+ OC) 


& 2C2 |M (A,Mroo (XN0)) — mn (OA)|. 
再 取 N,, 使 得 当 nz 之 No 时 ， 
MON 亢 (Oo)) — mn(N| < 二 


4C2- 
再 取 Ns, 使 得 当 Nn 之 Ns 时 ， 


局 WW Ce, NF ae 


于 是 当 n > N = max (Ni, N2, Na) 时 , 


之 


bn Do 
一 ~ 2 XT 
/ Wt, WP ds wr, Pa 


所 以 
| hele N+ MO mo 0)) Ole, NPdz, ImX #0, 
即 
ImM (和 , 亢 。(Xo)) = ImA 让 |e(z, A) + M (NAN 亢 。(Xo))g(z, Adaz， ImM #0. 
0 
如 果 ImA= 0, 由 


ImM (入 +ig, 亢 (No)) 二 天 Ip (z,A+i6) + M (A+i6, moo (M0)) 0 (x, A +i6)| dz, 
0 


利用 推论 3.2.3 知 
IImM (A+i6, 铅 sw (Xo))| < Co), 
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所 以 
ImM (和 ,人 亢 -(Xo)) = 0. 
这 说 明 
ImA=0, ImM (和 施 。 (Xo)) = 0. 
所 以 M (和 , 讽 w (XN0)) 的 零点 在 实 轴 上 . 
定理 3.4.3 ”MM (A, 亢 。 (Xo)) 的 零点 和 极点 在 实 轴 上 , 都 是 简单 的 . 
证 明 “如果 ImA 尖 0, 则 M (AN 亢 。(Xo)) €E Cw(), 所 以 入 不 是 M (NA, 亢 。(Xo)) 


的 极点 . 因此 极点 也 在 实 轴 上 . 零点 简单 的 证 明 与 定理 3.4.1 同 , 极点 简单 的 证 明 
见 下 一 节 . 


3.5 Weyl 解 
在 极限 点 情形 下 , Weyl 解 是 唯一 的 , 即 
W(z,A) = pz,N) 十 MCA)b(z, \). 
在 极限 圆 情形 , 对 任意 的 让。(Xo) se Coo( 和 0), Weyl 解 为 
V(x,N) = P(Z,A) 十 MCA 而 co(Ao))bz, N), 


它 依赖 于 让-(Xo) 的 选取 . 
定理 3.5.1 (Titchmarsh) ”Weyl 解 有 下 列 性 质 (和 ,入 为 非 实数 ): 
(1) w(x, A) = YA); 
(2) 
dim ly N,N)](D) = 0; 


(3). 


co 二 CA MU(A, 亢 。o( 入 一 MOXN, 亢 。( 入 
[ va yc Na = OY (A Ci 


入 m mm 
@ [were= 0 (Pee) 


证 明 (1) 因为 


p(x,N) = p(x,N), Olz, N=0(,N), AM(A) = M(N), 


3.5 Weyl 解 on 


所 以 
yw(z, 入) 和 vw(z, XA): 
(2) 
(i) 极限 点 情形 . 
在 点 b, yp(z, 入 ) 十 me( 和 )0(zx, 入 ) 满足 


cos By(b) + sin Bp(b)y'(b) = 0, 
这 是 一 个 与 和 无关 的 边界 条 件 , 所 以 
一 [et NA) + mo( MNO, N), pl N) + me(N)O(, ND) 
二 从 N+ (mo MN) 一 MA) N,V,N) + mol XN) — MN)) 0(, XI) 
=[w ,N,V AI) + (molN) — MN)) [OC, N), yl, XN)]D) 
vw(, AN), Ol: 


net) 一 MA A), 20 和) (DO) 
+ (mo(N) — M(N)) (me(X) 一 W700 oO 


由 于 
~ [0(:,N), p(X)]b) = [0(., N,v(, A)]O) 
b 一 -一 Re 
+ { (Wa WMole,N) ~ ole, NI WI) de 


. M / ee b FT 和 
_|cosa sina 十 (NN) cosa +O- 如 上 g(z, A (rT, X)dz 
0 


sinaw 一 coga 十 MX)sina 


b 
二 一 1 十 (和 A 一 本 | 0(x, A (x, AN)dz, 
0 
所 以 


b 去 06 寺 
|eC A), pC, GO <1+ | 和 -| (/ ot NP ar) 中 we, VP as) 


1 


王 1 十 O ((f esr) | 
0 


1 
nn 
另外 
Ime(X) -MOJIE 2ro， im Co(A)=MOA， 们 {CeO 及 其 内 部 } = {TM(CA)}， 


b>0 


所 以 
0< uim (ma -MO)BC Nb, NO) 
< lim |2m @ +0O ( 充 )) = lim (2rs + O (V7s)) =0. 
类 似 地 , 可 以 证 明 


lim Unot¥) = MO), N), 0(, NC) = 0 
lim (ma(O) — M(N) tot¥) — NMOL0, N), Os Nb) =0, 


(ii) 极限 圆 情形 . 
想 要 im n [Wl, 入 ,ww(-, 入 )](5b) = 0, 考虑 


[Ww N), ww Mo)](b) ol, 和 0(:, A0)](D) 
WW, N), wb OO [wp(,X), 0(., Mo)]() 
=[w(, Xo), O(., Mo)] (Ow, A), p(XN)]), 
注意 到 


= p(b)W(p(, Ao), 0(:, No)) (Db)+HRioo (No)p(D)W (0(:, Ao), O(., Xo))(D) 
=p(b)W(p(, Ao), 0(:, A0))(b) = p(O)W (pl, No), 0(., NA0))(0) = 1, 


所 以 


pC, A), pC, Mo)](6) =[e(,A) + M (A, Mmoo (Xo)) OC N), wb(, M0)](o) 
=[p(,N), ww(, No)](0) + M (X, Moo (No)) [0(, N,V(, No)](b) 
ek [pl 入 )， up(., Xojl(co) 十 M (a, Moo (No0)) [0(., 入 )， yw., 和 Xo)](eo) 三 0 


_ [pC N), pC, Wo)+ et ellos) | 


(x (入 元-o(Xo)) = [0(-, A),eo(., No) 十 讽 。(Xo)0(.,Xo)l(co) 
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By( 9001 = [p(s 7) + M (XY, moo (M0)) (区 
=[p( ,VC OICO + M (X A [0C,X), wp., | 四 
一 [2( W), p30)](00) + M (WV, mo (M0) 


[0(:, XN), wy(, Mo)](00) = 0， 
(8) + M (A, moo (No)) [0(., A), 0(:, M0)](D) 
(00) + M (AN mioo (No)) [0(, A), 0(:, Mo)](o0) 
(由 引 理 3.4.1 知道 极限 存在 !)， 
(W(X), 0(:, Xo)]( = [ip(:, N), OC, Mo)](b) + M (N, moo (Xo)) [0(., N), 0(-, M0)](b) 
(oa) + M (X ,Amo (Xo) ) [9(, W), 0(., Wo)](00), 
因此 
dm [wl., 入 )， y(., 入 )] (5) = 0. 
(3) 由 Green 公式 


b 
| We MX)Mwtc -ble MY X))da 
二 [wl., A), wr(, 9)] (5) Es [w(., A) (| (0)， 
因为 
[wl., 入 )， Vt(, 入)] (0) =p(0)W (wy(., 入 )， yl 入 ))(0) 
王 D(O) 作 (2(， 入 ) 二 M(A, Mivo (M0))O(., 入 )， pl 入 ) 
+M(X, mo (Mo))O(., N))(O) 
=p(0)M(AN, Moo (MN)) WO(., N), pl, N))(O) 
+p(0)M(X, Moo (MN))W (yl, N), 0(:, N))(O) 
=M(N, Moo (NX0)) EE MI(A, Moo (No0)), 
所 以 
/ / 
= 这 pe, Wn, Xj 
= | VC | © — MO, mo (0)) — MON, Mo (0))). 
让 一 oo 得 
> Wz, NY (TN ) dz us M(A, > 1 ;Moo (MN)) 
0 


极限 点 的 情形 证 明 是 一 样 的 . 


0 
(4) 取 入 = 入 , 由 (3) 便 可 得 
0 pe A ds By 


推论 3.5.1 ”车 M(A, 亢 。(Xo)) 有 极点 , 则 必 为 简单 的 . 
证 明 设 ywo 是 它 的 k 阶 极点 ,k > 1, 则 


,lim (A— Jo)rM(A,Amo (MN)) = a#0. 
Ho 
设 入 = yo 十 记 , 则 

lim (iw)*M(po + iw, moo(N0)) = a #0. 
对 于 固定 的 4， 


ImM (AM, mo Qo) 


A 
Nldz < 
/we NPar Ns 


以 入 = 1 十 也 代入 , 并 乘 两 边 以 v2* 可 得 
A 
{Newtesto t iw) + Co): M0 + iv Fie 90), po + ar 


v2-liImM (no + iv, mo (No)) 
< [Bl IM(po + iv, foo (M0))|. 
让 vw 一 0 便 得 
A 
ol? | lote, wo) dz < 0, 
0 
矛盾 ! 


3.6 TH(M) 的 自 伴 延 拓 


前 面 已 经 考虑 了 To(M) 的 亏 指数 , 并 研究 了 方程 My = Xy 属于 L2[0, oo) 的 
解 有 哪些 性 质 , 现在 来 求 To(M) 的 自 伴 延 拓 . 
定理 3.6.1 设 M 在 co 为 极限 点 ,人 是 To(M) 的 自 伴 延 拓 , 则 


2(T)={f € 9(T(M)) lsin0f(0) — cosOp(0)f"(0) = 0}. 
证 明 ”由 对 称 算 子 自 伴 延 拓 的 Calkin 描述 知道 
92(7)= {f € 2(T(M))|(F, 1) = 0}, 


3.6 TCM) 的 自 伴 延 拓 . 161 ， 
其 中 , 有 i 模 9(Tb(M)) 线性 无 关 且 满足 ( 亡 , 广 ) = 0. 取 a > 0, hi,hz 是 实 的 无 穷 次 
可 微 函 数 , 满足 

hi(0) = 1，P(0)14(0) = 0，ja(0) = 0，p(0) 太 (0) = 1, supphi C [0,a], i= 1,2, 


则 ,hs 模 9(Tb(WD)) 线性 无 关 . 这 样 9(TI(M))/2(To(M)) 都 是 hi, ho 的 线性 组 
合 , 所 以 令 户 = whi 十 6hz, 只 要 w, 6 不 同时 为 零 , i 便 是 模 9(To(M)) 线性 无 关 
的 函数 . 由 于 


(太太 ) =[fi, fl = — [fi, f1] (0) 
=— (Io [ha, ha] (0) + 5 [hr a] (0) + 6 [ha, ha] (0) + |5l? [hz, ha] (0)) 
= 一 (wo6 —w6) [hi, h2] (0) = — (wo5 —w6) p(0)W (hi, hz) (0) 
3 (w6 二 w6) = —2Imw5. 


所 以 当 取 w,6 使 Inw5 = 0 时 , 有 满足 条 件 (ffi) 0 而 


(f,f1)=—[f,f1](0) = —w[f, hi] (0) — 6{f, h2] (0) 
=wp(0)f"(0) — 5f(0). 


这 样 , 条 件 ( 户 户 ) = 0 便 变 成 
6f(0) — wp(0)7"(0) = 0. 
设 w=a+ 记 ,6 =c 十 id, 则 
wi= (a+ib)(c—id)= (ac+bd) +i(be— ad). 


由 于 Imw6 = 0, 所 以 


a b 
='0; 

(oe 

这 就 是 说 ， 
ww 一 a 十 边 = Xec+id) = X6 或 5 = HU 入 ER. 
如 果 咱 夭 0, 则 
p(0)f"(0) — 4f(0) = 0. 

将 表示 成 tan9 得 


sin0f(0) — cos Op(0)f’(0) = 0. 
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如 果 5 关 0, 则 
f(0) — Ap(0)f"(0) = 0. 

将 入 表示 成 cot9 得 sin 6f(0) 一 cos9p(0)f'(0) = 0. 

可 见 在 极限 点 情形 , 为 了 得 到 自 伴 延 拓 域 , 只 需要 在 常 型 端点 加 上 边界 条 件 便 
条 于 : 

例 3.6.1 M = 一 D?,zx € [0,o0). M 在 co 为 极限 点 , 亏 指数 为 (1,1). 如 果 工 
是 To(M) 的 自 伴 延 拓 , 则 B(T) = {f € ZB(Ti(M)) |sin0f(0) cos9f'(0) =0}, 9 e 
R. 

下 面 考虑 极限 圆 情形 的 自 伴 延 拓 . 

引 理 3.6.1 对 任意 的 CQ1)…… ,On 和 CI， ; Br 存在 天 S Be [a, 5] 使 得 


fe D(a) = Qk, FD) =; = lye ;1. 


证 明 设 P(z) 是 nn 阶 多 项 式 , 令 


P(b) 二 B1, 
P= ba 
PP) = bn, 
n 十 1 个 未 知 数 只 有 nn 个 方程 , 总 有 解 . 作 p(x) 使 得 pe Ce? (及 ) 且 
0, ZE (re + ?| 
入 1 se | oj 
人 4 ? pt 
则 w= Pp ee C”[a,0| 满足 
ul(b) Bi, wu’(b) = bo, ee ul" (6) = Ds 
ua) = wo) = =u" D(a) =0, 
同样 可 得 ve Ce [ao 中, 使 得 
u(b) = V(b) = = wv" V(b) =0, 
v(a)=Q1, v(a)= Qs ……, ve (6) = On 
令 f=wu 二 v 即 可 . 


定理 3.6.2 ” 设 微分 算 子 M 在 co 为 极限 圆 , %(z, A) = P(z, 入) 十 AM (和 , 充 oo (XA0)): 
9(z, 入) 是 它 的 一 个 Weyl 解 , 则 


9= {fe 2(T(M)) lsinaf(0) — cosap(0)f"(0) = 0, [f,W](00) = 0} 


3.6 7b(M) 的 自 伴 延 拓 


是 To(M) 的 一 个 自 伴 延 拓 域 , 称 为 0(M) 的 Weyl-Titchmarsh 域 
证 明 ”由 于 9(., 入 ) 和 %(,A) € L2[0,o0), 作 及 ,fo 如下: 


G(s A 0 


0 
fi(z) = 人 ulz), 


如 过 磷 过 而 f2(7) = V(z) 
0， 下 < 下 < 


其 中 , wu e C™%[a,b] 满足 
u(a) = 0(a, AM), vl(a) = 0'(a,N), 


v(a) =v (a) =0, w(b) = wy(b,N), 
显然 , 户 , f2 s F(TI(M)), 因为 
(f1,0) = [fi,0]0 = — [fi,0] (0) = — [6,0] (0) 
(fi,9)= [fi, vo =— [A,W) (0) = — [0,w) (0 
= —p(0)W 从 y) (0) = es 人 三 二 
(f2,0) = [go = [f2,0] (00) = [w, 0] (00) 
= [w, 9] (co) + M (A, moo (XN0)) [0, 0](00) 
= lim (lp,0] (6) + M (%, [9,0] (b)) 
= lim [wp,0] (6) = lim p(b)W (y,0) (8) 
= lim p(O)W (v,0) (0) =1, 
(f2,Y) = [fo, Ylo” = [f2,W] (00) 
| (f1,0) (fs) -aa 
(f2,0) (fo,Yy) 
所 以 有 ,fo 模 9B(To(M)) 线性 无 关 . 另外 


(fi, fi) = [fi1, fi]8 = — {0,0](0)=0, 


(fri1o) = [fi folo =0; 


(fz, f2) = [fo2, f2]0 = [Ww, yy] (00) = 0, 
所 以 


2= {fe DTM)) NF, fi) = (f,f2) = 0} 


-Pp(0)W (90,0) (0) = 


4 


是 To(M) 的 自 伴 延 拓 域 . 而 
(f,f1) = —[f,0](0) = —p(0)W (f,0) (0) = — (sin af(0) 一 cosap(0) 广 (0))， 


《A f2) [fs 切 (co)， 
故 
9 = {fe 2(T(M))|sinaf(0) — cosap(0)f"(0)=0,[f,Y] (0%) = 0}. 
引 理 3.6.2” 设 Im 尖 0,ImA 关 0, 则 对 任意 的 f€ (TI(M)), [f,w(, 和 0)] 
(co) = 0 的 充 要 条 件 是 [f, 几 (., 入 1)] (co) = 0( 即 与 无关). 
证 阴 
> Ww(:, No es [f,0(., Xo)] (2) 


区 (, M0), 0(-, Ao)](z) = [pC Xo), OC, Ao)](z)+M(N0, moo (M0)) [0(, No), 0(, Xo)] 
= [pl., No), Q(., Ao)](0)+M (No, Moo (M0)) IO(., Xo), 0Q(., Ao)] 


.3 ,), A0)](0)+ M(N1, Mmoo (No)) [0(, A1), 0(., A0)](O) 


(z) 
(0)=1, 


1), 0(., 的 
),0(, 要 
而 

im [W (1) ,WN0)] (2) = 
Ca 加 = (7000) 0+ | (MCR -TO 


=[10(, M0) + (Mr 0) ~ (OO No)) ot 
0 
故 得 
[fb CX0)] (00) = [fb (3 AY] (00). 
推论 3.6.1 给 定 ImXo ¥ 0 Mvo (No) €& Coo(N0), To (M) 就 有 一 个 Weyl- 
Titchmarsh 自 伴 延 拓 了 
G(T)= {ff € BTM)), sin af (0) — cosap(0)f(0) =0,[f, (0)] (oo) = 0) 
= {f € DRM)) lsin af (0) —cosap(0)f(0)=0, [f, VN] (00) =0,ImX#0}. 
从 这 里 可 以 看 到 , 极限 圆 情形 的 自 伴 延 拓 域 要 在 常 型 端点 和 奇 型 端点 都 加 上 


边界 条 件 ， 不 过 这 两 个 边界 条 件 是 分 离 的 . 但 是 Weyl-Titchmarch 域 并 不 是 全 部 的 
To(M) 的 自 伴 延 拓 域 . 由 于 极限 点 情形 下 , [f,w] (oo) =0 自然 成 立 . 所 以 在 极限 点 
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情形 , Tb(M) 的 自 伴 延 拓 域 都 是 Weyl-Titchmarsh 域 . 下 面 给 出 一 般 的 To(M) 的 自 
伴 延 拓 域 . 
引 理 3.6.3 ” 设 M 是 极限 圆 的 , 则 对 任意 的 wb cd es C, 存在 he 2(Ti(M))， 
使 得 
h(0)=a, AR(0)=b, [h,wp(,N)] (0)=ce, [h,0(.,N)](%)=d, 


其 中 , 和 是 实数 . 
证 明 ”对 实 的 ,有 
0= (My,0) — (v, MO) = [pg(oo) 一 [eg](0)， 
所 以 
[e,g] (00) = 1. 
同 理 ， 


[pe,9p] (co) = [6,0] (00) =0， [op] (co) = 一 1. 
令 有 = dp(, 和 ) 一 c0(, 入 ), 则 


[f2, p (-, A)] (co) = 6 [f2,0(-, 和 )] (co) = 
取 1e (0,co), 由 引 理 3.6.1, 存在 he C™[0,1], 使 得 


fi(0)=a, fi(0)=b, f7(0)=0, 
(DW=fD), fiD=BD, FW=F0, 


Rs | 商人 和 WR 
jo 
即 可 . 
定理 3.6.3” 设 M 是 极限 圆 的 , 2 c 9 (Ti (M)) 是 To (M) 的 自 伴 延 拓 定 义 
域 的 充分 必要 条 件 是 存在 二 阶 和 矩阵 L 和 NN, 使 得 
(1)rank(L N)=2; 
= p(0) 


li bi Tiai TT 
(2) il ya il 1 ! 1,2; 


Ni2 Nj2 


z( f(0) ) + [heC, Al(eo) ) -中 沈星 
f'(0) [f,0(., N] (00) 


lio Uz 
(3) 多 = |， < DZ(Ti(M)) 
是 个 实数 . 
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证 明 ”过 由 Calkin 抽象 边 条 件 描述 , 存在 hi,h。e 9(Ti(M)), 使 得 hi, hs 
模 9(To(M)) 线性 无 关 ， 
(hi, h;) = Td 


29= {fe 2(Ti(M))|(F, hi) =0,1= 区 


因为 
人 [f,p (NI (xz) [f,0(.,N)] (2) 
. [5， Pp (., 入 )] (Z) [7， 0(., 和 )] (Z) 
故 
(Fs hi) [#, 二 
[Pb6(,A)] (co) [2(,A] (co) 
二 f(0) hi(0) 
[hi, pl, A)] (00) [f, 0(:, A)] (co) oa Po (0) 
=Wtf (0) li2f'(0) 十 Til [f, pl., 入 )] (oo) 十 ni2 [f, 0(., 入 )] (co)， 
其 中 ， oe 
li = —p(0)h(0), liz = p(0)hi(0), 2 
Ti1 一 [hi, 0(., A)] (co)， (0 [hi, p(:, \)] (00), | 
记 
3 3 hs Nn12 | 
/21 122 Nn21 7222 
则 


了 1 f(0) [f, pl 入 )] (00) 至 
(0 ae 人 jg ) + 人 攻 0 ) 0. 


而 (hj,hi) = 0, 即 


lih;(0) + lizh’ (0) + na [hy, p(s A)] (oo) + niz [hy, 0(., N)] (00) =0 


或 a 
llj2 lizljl EE 2 
a Na 十 7Vi2 吉 订 1 一 0， 
p(0) ”2(0) 人 
i br ) 
| 
li2 lj2 Ni2 Nj2 
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于 是 
h2(0) = chi(0), h2(0) = ch1(0), 
[hz, 0(.,N)] (00) = c [Ri,0(.,N)] (00), [hz, p(,N)] (00) = {hi, pl,N)] (oo)， 


即 


(hs —chi)(0)=0, (hs—chi) (0)=0, 
[hz — chi,p(,N)] (00) =0, [Raz — chi,0(,N)] (oo) =0. 


对 任意 的 fe 9(T(M)), 因为 
hz — chi,f| (0)= 和 一 hh 
| f] (co) . 


从 而 
(hz — chi, f) 二 [hz — chi, flo = 0, 
所 以 
hz — chi e 2 (To (M)). 
与 hi, hs 模 9(To(M)) 线性 无 关 矛 盾 ! 
寺 由 引 理 3.6.3, 在 9(Ti(M)) 中 存在 hi1, ho, 使 得 


hi(0) = 各， 避 (0) 一 一 -各 


[hi, p(*, A)] (00) = —7ia, [hi, O(N)] (co) = xiii, 


那么 
fe2$ (fh)=0, 1 一 1,2, 

由 条 件 (2) 

(ja hj) =.0， 站 7 二 2. 

hi,hz 模 9(To(M)) 线性 无 关 . 否则 , 不 妨 设 

ji 十 Djpao € Z(To(M)), 

则 
hi(0) + Bh2(0) =0, hi(0)+Bhs(0)=0, 


所 以 
[hi + Bh2,p(:,N)] (oo)=0, [hit+ Bho,0(.,N)](%)=0, 
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即 


p(0) “p0)” pz0) “z(00) 
-N12 一 /0722， N11 = —Pra21, 


一 更 _ /页 . 


(li1, U2, N11 112) 一 一 5 (121，122，ma2l，722)， 
与 rank(L N)=2 了 矛盾 ! 
推论 3.6.2 Weyl-Titchmarsh 自 伴 延 拓 了 是 特例 . 
证 明 设 


9(T) = {f € BD(T(M)) lsin af(0) ~ cosap (0) f°(0) = 0, lf, 1 (0) = 0}, 


yz, 1H) = p(x, 1) 二 对 (1, fioo (No)) lf， 0) ImM #0, Imy 0. 


由 于 


P| gc | ty a) te) 


》 


念 


_ (sina — cosap(0) a 0 0 
zc-( 0 0 ] 人 ee (00) ER [CD ¢(, N)] wl 


(1) [vy (万 ;pl 入 )] (co)， [万 ,0 入 )] (co) 不 同时 为 零 ， 所 以 rank (L N) 一 
否则 由 前 面 的 行列 式 可 得 


[f,w(, 1)] (00) =0,， Vf € Z(T1(M)). 
设 {和 4]n =1,2,…} 是 工 的 特征 值 , 取 v 头 Xn,n=142,… 且 Imv=0. 以 f 记 


Cauchy 问题 
My = vy, 
y(0) = cosa, 


p(0)y'(0) = sina 
的 解 , 则 由 于 M 是 极限 圆 的 , 所 以 fe 9 (Ti (M)). 可 是 v 不 是 特征 值 , 故 


[f,w(:, 1)] (00) #0, 


，%,j 二 1,2. 


a = 


Nil Nil | 


Ni2 Nj2 
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3.7 谱 函 数 的 存在 性 


为 了 得 到 奇 型 Sturm-Liouville 微分 算 子 的 特征 展开 , 考虑 它 限制 在 有 穷 区 间 
[0, 9] 上 的 特征 展开 , 然后 让 区 间 [0, 忆 一 [0,co), 希望 能 由 此 得 到 [0, co) 上 的 展开 . 


M = —DpD+ gq, ZE [0， co)， 
Ms = Mo 


设 TL 是 (Ms) 的 自 伴 延 拓 ， 


2(7) = { € G(Ti(M)) 


sin Qf(0) — cos ap(0)f'(0) = 0, | 
cosBf(b) +sinBp(b)f'(b)=0 f° 


设 yp(z, 入 ) 和 b(z, 入) 分别 是 My = xy 满足 初始 条 件 


2(0, 入 ) = sin a， 0(0, 入 ) = cosa, 
D(0)p2/(0, A) = 一 cos a， p(0)0’(0, 和) = sina 


的 解 . Weyl 解 加 (z, 入) = yp(z, 入) 十 mo( 和 A)9(z, 入) 满足 边界 条 件 
sin aws (0, A) 一 cos ap(0)w,(0, A) = 1, 


cos Byo(b, A) + sin Bp(b)we(b, 入 ) = 0. 


设 {Xon} 是 甩 的 特征 值 , | 和 1| < |X2| < :… 一 oo， {96,} 是 对 应 的 规范 化 特征 函数 ， 
因为 任何 与 6 线性 无 关 的 解 都 不 可 能 满足 9(T,) 里 0 点 的 边界 条 件 , 故 


Qoal(s) = rond(s, Mea) Wel de. 


由 于 9(zx, 入 ) = 0(z, 入), 所 以 96on(z) 是 实 的 . 
注 “bm 满足 点 b 的 边界 条 件 , 所 以 


cos BO(b, Mon) + sin Bp(b)0’(b, Mon) = 0， 


即 Xen 是 整 函数 w(A) = cos B90(b, 入 ) 十 sin Bp(b)9'(b, 和) 的 零点 或 Weyl 函数 ms() 
的 极点 . 
特征 展开 : 对 任意 的 fe L?2[0,4], 有 


f= {rmt Modendt Nny 
n= 


ov 生子 的 请 论 


和 Parseval 等 式 
lz = 汉人 rn 


人 一 1 


将 它们 改写 如 下 : 
2 (f,0(:, Mon))O(, Mon)r2,,, 


Ifl?= > f,0( (:, Abn)) De 


作 非 降 函 数 ps(), 使 得 它 是 满足 下 述 条 件 的 阶梯 函数 : 


PICA) 


pb(0) = 0， 
pb( 入 十 0) = Pb(A)， 
pe(Nen) = pol Xen = 0) = 7 


人 pe i 

0 

则 
oo +o0 

= DFOw)oC Xn) = {FC Napo), 


P= lo = [7 FO om 
称 f(A) 为 f(z) 的 广义 Fourier 变换 . 引进 空间 . 
用 (一 co, 十 co) = 人 [ME A)| dpe(A) ) <%}， 
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则 上 面 的 结果 表明 
b 
ne y f(z)0 (2,:) dr € L2, (—o00, +00) 
0 


是 一 个 等 距 线 性 算 子 . | 
把 Parseval 等 式 写成 积分 形式 , 称 ps( 和 ) 为 TL 的 谱 函 数 , 它 与 Weyl 函数 mop(A) 
有 下 述 关 系 : 


引 理 3.7.1 (Levinson) 人 Se 一 i 0: 
-oo lp —A Imp 


证 明 因为 Weyl 解 wo(z,p1) = p(z;,p4) 十 mo(j)0(z,4) (mo(p) e Co(p)) 满足 


b 
Iwe(z, 1)| dz 一 an Imy 关 0， 
0 Imy 
所 以 


Ds 2 _ Immz,(y) 
[_ BR am0) = Se, mm #0, 
其 中 ， , 
A b b 
wo (A, 4) =】 Wel(T, 4)0(z, Nao= 人 Wo(z, 1)0(7, Ndr (A 是 实 的 !) 
0 0 
b 
= / (0(z, A Myo lz, 1) — Yolz, p)MO(T, MN))dz 
x [wo 1), 0(, NJo. 
特别 地 , 由 于 ys(z,1) 和 0(z, Xin) 在 点 5 满足 同一 个 边界 条 件 , 故 


i i 由 ,9( an) 
站 一 一 一 [加 人 sR); 0(， Non)](0) 


i 
加 1 sin c 十 Tb(/H) cosQw cosa 
由 一 Abn | 一 cosaw 十 rnb(A)sina | 
Ee lL 
-Xon 


于 是 


2 


HH 一 二 


十 co 2 2 
[Won| adm) = -> 


ee dy. _ Imme(1)- 
所 L 
以 人 pA Ta ;lm 0 
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定理 3.7.1 (Helly 选择 定理 )” 设 (1) {hn} 是 (-co,co) 上 实 的 非 降 函 数 所 组 
成 的 序列 ; 

(2) 五 是 (-oo,co) 上 的 非 负 函数 ; 

(3) [hn(£) RL) Wal 2 -00 < 0; 


则 存在 子 序列 {hw,} 和 非 降 函 数 h, 使 得 


im hn (2) = h(x), -oo <z < oo， 


KG] EC 
证 明 ”(1) 由 Bolzano-Weierstrass 定理 和 Cantor 对 角 线 方法 可 以 选 出 {h,} 


的 一 个 子 列 , 使 得 该 子 列 在 一 切 有 理 点 均 收敛 . 不 妨 假定 这 个 子 列 就 是 {hn} 本 喘 . 
令 


Z1)72) mi 
为 有 理 点 集 , 则 
lim ha(2;) = 地 一 由 
因为 Ti < ZX 
hn (ZJ < ho, (7); Wh 二 Wr 
所 以 


Ci <OQO. 
(2) 令 h(z) = inf OC;, 当 z' < x 时 , 因为 
ZJ 之 
{Om>o SO{0| ww>2} 


所 以 h(z') < h(x”), h 非 降 . 
(3) h(x 十 0) = h(x), 右 连 续 
对 任意 的 s > 0, 存在 zjo > z, 使 得 


h(z) > Cjo a 
这 样 当 z < 允 <zj0 时 , 有 
h(x) > Cjo ~e 2 h(7z’)—&, 


即 
h(x’)—h(z) <e, 7<% < wo, 
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所 以 
sm h(x’) = h(z). 


(4) 如 果 z 是 h(z) 的 连续 点 , 则 ,lim hn(z) = h(z). 
对 任意 的 s > 0, 由 连续 性 , 存在 有 理 点 7j 和 zj, 使 得 ww i 


h(z1) 一 Mo) < 3 

由 于 lim ha(z;) = h(z;), lim hn(z1) = h(zi), 存在 no, 当 n > no 时 ， 

[hn(2) = hls)| < e/2, lhn(z1) — hlzn)| < e/2. 
于 是 

hz) —e < h(x1) —e < h(z;) — e/2 < hn(z;) 
< hn(z1) < h(z1) +e/2 < h(x;) +e < h(z) +e. 

这 样 当 n > no 时 , 便 有 

h(z) —e < hn(z;) < ha(z) < ha(zi) < h(z) +e, 


即 
im /二 (到 三 (0 
所 以 使 lim hn(z) # h(z) 的 点 至 多 可 数 , 设 为 {z'ilj e J}, J 至 多 可 数 . 
(5) 因为 |hn(z)| < 五 (z), 利用 (1), 可 以 选 出 {hn} 的 一 个 子 列 {hn}, 使 得 


im hn (7X7) 存 在 ， jE 


令 
a h(z), pr < A 
ME | 也 
SS Nk pr 7) 
则 


Jim ha (Co h(x), —00 < co 


ji(z) 当然 是 非 降 的 且 jz)| < H(z). 

定理 3.7.2 ( 谱 函 数 的 存在 性 , B. M. Levitan, N. Levinson, 1949) 存在 lim 加 = 
oo 和 非 降 函数 p(A), 使 得 lim po, = p(A\). 
证 明 


了 ™ dpsN) Imrnpe() 


Tan 大 天 0， 
-oo lp— A Imp 
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对 /=i 由 于 b>1 时, Cs c 01(i) 及 其 内 部 , 故 
mb(i) e O06(i) C C1(i) 及 其 内 部 ， 


所 以 
mt| < K, B21 
[Y= < pm < b> 
对 任意 的 > > 0， 
人 
办 一 mo) < K(1417), poly) < KQ +412), 
对 vv< 0， 
We 
po(0) 一 mo < K(L +417), lpo()| < K+ 2), 
所 以 


|ps(A)| < K(1+ 和 ), ~—00 < 和 A< oo 
由 Helly 选择 定理 , 存在 子 列 {5b} 和 非 降 函 数 p(A), 使 得 
,lim pon,(A) = p(N), 一 co < 入 < oo， 
定理 3.7.3 (Helly 积分 定理 , 有 限 区 间 ) ” 设 (1) {pn(o)} 是 [a,9] 上 的 单调 函 
数 序 列 ， 
,lim pn(c) = p(0); 


(2) pe Cla, il; 
则 


im 本 有 o)dpn(o) -/ o(o)dp(c). 


证 明 ”因为 p(o) 在 [a,9] 上 一 致 连续 , 所 以 对 任意 的 s > 0, 存在 5 > 0, 使 得 
lo 一 o7|<5 时 |p(o') 一 pg(o”)| < a. 作 [0,4] 的 分 割 @a=00<or<…<om=5b, 
使 得 |oxk 一 ok_1| < 6, 任 取 & € [on_1,ok], 有 


3.7 谱 函 数 的 存在 性 “75 ， 


b m 
em 人- D> (En) (pnlon) -me 
p(ojdpn(o)- < p(ék)dpn(o 


3 a — plée)| dpn(o) 


7 dpn(o) = e(pn(b) — pn(a)) < 2Me. 


同样 地 
< 2Me. 


b m 
’ plo)dp(o) — > vlér) 一 pak-1)) 
k=1 


可 是 
lim pn(ok) = p(ok), | , Mm, 


所 以 可 以 取 到 N, 使 ”> N 时 ， 


Dplép)(pn(ok) — pn(ok-1)) — >》 plék) (plox) — plon-1)) 
k=] k=1 

< > lp(ér)| (lpn(ox) — plop)|+ lon(ok-1) — por-1)|) <e 
= 


这 样 当 n > N 时 便 有 


b b 
plajdpa (oF = / pl0)dp(o)| < (4M + De, 


所 以 


b 


b 
Jim, vl)apnlo) = { po)aplo) 


定理 3.7.4 (Helly 积分 定理 , 无 穷 区 间 )” 设 (1) {pn(o)} 是 (-o0,oo) 上 的 单 
调 函 数 所 组 成 的 序列 且 
lim pn(o) = p(o); 


(2) PE C(~00, 0%); 
(3) 对 任意 的 s > 0 , 存在 4 > 0, 使 得 当 ob > 4 时 ， 


三 o)| dpn(o )，/ lv )|dpn(o) <ée, n=1,2,.…; 
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则 
加 vor) = wl)aplo). 


证 明 (1) pw € Ls( 一 00,o00), 因而 人 yp(o)dp(o) 有 意义 . 
设 a6b> 4, 任 取 y>b 则 有 


y 
上 Ne 
由 有 限 区 间 的 Helly 积分 定理 , 有 


, 
" Ip(o)ldp(o) < 
由 ep 


a “es 


因为 5' 任意 , 所 以 
同 理 ， 


所 以 
PE 了 (一 coico). 


(2) im 本 属 plo)dpn(o) = = wp(o)dp(o). 
当 a,b> 4 时 ， 


兽人 palmojss | Wdonlo) <e 
这 样 便 得 
re 


A E plo)dpn(o) 一 . plo)dp(o) 


+ 王 ( 太 eolanar+ lololo)) 


+ ealaoa+ 人 alapo)s4e 


< lim 
nOo0 


所 以 lim {vodon(o) = /loaplo) 
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给 出 谱 函 数 与 Weyl 函数 的 关系 Titchmarsh 公式 . 
定理 3.7.5 ” 设 M(A) 是 Weyl 函数 (极限 点 或 极限 圆 情形 ) , 上 ,7 是 p 的 连续 
点 , 则 


pl) ~ (8) = sim, 4 | ImM(E+ide 
而 在 极限 点 情形 还 有 反 演 公式 


M(X) ~ MUN) = 人 (; 7 x) Ee Ey i 0 
证 明 (1) 对 于 p 的 连续 点 &,”， 
1 7 
pM) — p(é) = jim = 人 ImM(e + i)de. 


对 于 任意 的 , 若 Im 和 头 0, 则 


a dpb(a) _ JImrne(A) 
一 co | 入 一 ol? ImA 


当 b>1 时 , 06(i) c O01(i) 及 其 内 部 , 所 以 
[Im 人 | < Imoli)| < K, bz1. 


于 是 


= Immb,(i) < Imo(i)| < Re 


人 dpo(o) /7” dos(c) 
eali=6l 了 


考虑 Im 和 , ImNo 尖 0， 
1 1 (o — Mo)(o —N)— (oc—N(o—N) 


= ol |[F= 久 | 区 二 和 i 放 
_ -MXoo 一 Xoc 十 |Xo + Mo + No 一 | 
各 医 三 刘 台 区 三 ui 
_a(A 一 Xo) 十 ac( 入 一 Xo) 十 |Xo| 一 | 和 
lc 一 A lc 一 Mol 


1 


下 面 对 任 意 的 4>0 和 .5> 4 来 估计 ”se 和 人 < 光 


lo 


oo 2 
dps. (o) 2 . 1+o” dpu。 (0) 过 i/ dpo, (9) 过 a bn 之 LL 
b lc pg G2 1+o? 2 | 
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a dpp. (0) =/ 方 1+0o? dppn(o) < 二 dpp. (0) Ze 
ww Fo 


a No esol con 1 二 52 ~“&/ 
所 以 对 任 给 的 s > 0, 只 要 4 充分 大 , 当 a,b > 4 时 , 便 有 
[ame@, /oh 
b 一 co 


3 
lc| | 


bn 之 十， 


这 样 对 任 给 的 s > 0, 便 存在 A > 0, 当 a,b > 4 时 , 有 


上 (i = = dpen (09)) i (Fs Es 二 dpo(a) < E， 


利用 Helly 积分 定理 可 得 
2 1 1 1 1 
加 (Fp) (pp) 


而 Fm 1 do = PO -me 


lrc 一 和 2 lc 一 和 Xol? ImA 和 ImA》o 
当 n 一 co 时 , 右边 的 极限 是 
ImM(A) ImM(N) 


TeaX ImNo 
所 以 把 涉及 Xo 的 部 分 看 成 常数 可 得 


取 和 =e 十 i6, 得 


| 7 n+1 


3.5 


ImM(e +i6) = 下 Wp 


_w (oe)2+02 


7 n é€—1 n 十 1 oo & 
L mmGe+is)ae =5 / de ‘a 二 + ) G+ 


6 dp(o) < 1 dp(o) 
(= 到 二 0 为 (ee) 
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因为 


所 以 ， 由 /名 存在 知 


= o 


于 是 Es 
3 d 

I er 

Se = dp 
plo 

ee sr 

这 样 便 只 需要 考虑 国 
2 2 dae) 
im de 本 和 (rc 一 2 十 62 
0 
Kas 和 6de Lh E 一 Il|7 
和 seo 人 [Cp] = arctan 5 & dp(o) 存 在 ， 


故 由 Fubini 定理 , 积分 号 可 以 交换 ， 


Cs ms Dr 一 
lm / ad = 1 一 
en LR pt er sm (aretan 5 arctan 5 dp(o). 


一 Po 


福光 2 
arctan’ 5 2 < mT, 


而 x € Ll 一 1,n 十 1], 这 样 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 可 得 


n+1 三 过 
(1) = lim (aretan’ 汪汪 a 2 dp(o) 
pa 0 0 


_1 0 一 十 0 
7 十 1 ., €—-l<o<é,n<ognt+tl, 
二 完 ; 0 = &€,7, dp(o) 
| 村 
vs 


= 3(p(é) — p(é —0) + p(n) — p(n ~—0)) + (p(n ~ 0) — p(é +0)), 
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当 &,n 是 po 的 连续 点 时 ， 
上 式 = x(p(n) — p(é)). 


(2) 在 极限 点 情形 . 
°°" dp(a) _ ImM(A) 
We i 天 
因为 
Se 
N= 三 le-A? lo—Nol? 
Im 入 本 Im 入 JImA 时 ImAo 
lec= ex lrc-x2 le- 和 Nf 
1 
于 0 
Im 和 (si = jo ) 十 Im (入 0 -Np 
从 而 


| 1 1 山 
| i et 
| 人 Ns 二 
(3.2 


又 由 


| 1 1 )anto) = ImM(A) ImM (XN) 


lc 一 和 2 lc 一 Xo|? Im 入 Im No 
% 1 ImM (Xo) 
人 Im 入 (5 二 一 i ) dp(o) = ImM(N)— Im ne 


把 (3.2) 代入 上 式 得 


[_m (二 匡 二 全】 dp(o) — Im(A — Xo) ee pd) 


=ImM(A) — ImM (Xo0) + @ = 让 Im M(X0) 


Im M(Xo) 


=Imn(M(A) ~ M(Xo)) — Im( 和 A — Xo) Im Xo ” 


即 


Im (MO — M(N)) 国人 ji (去 = 2 ) se(o) 人 
下 


|/ _ (sa 7 ) dp(0) -eA —%) . 


3.7 谱 函 数 的 存在 性 hh 


改 1 


MO — M(X0) 人 (去 二 | dey ol Wo 
令 和 = 和 0 得 c=0, 所 以 
MU — MO) = er (; = 2 二 ) 9 
当 M 是 极限 点 时 , Weyl 函数 唯一 . 如 果 用 
p(0)=0,， p(A+0)= p(N) 


(Lebesgue-Stieltjes 测度 与 具体 值 无 关 , 只 与 p(A+ 0) 一 p( 和 一 0) 有 关 !) 来 规范 谱 函 
数 , 则 由 Titchmarsh 公式 , 谱 函 数 是 唯一 的 , Weyl 函数 则 可 以 用 谱 函 数 反 演出 来 . 
定理 3.7.6 (1) 若 M(N) 在 {=o+irlag<o<b,0<7T<6} 上 连续 , 则 


Bae TImM(o), Se 


图 3.6 
(2) 若 MN) 在 {和 =o+irla<o<b,-6<T<6} 上 连续 , 则 


p(o) = const, o € [a,bl. 


图 3.7 
(3) 车 MO) 在 {=o+irla<o<b,-6<7<6} 上 半 纯 , 则 M(A) 的 每 一 
个 极点 Xo 都 是 p 的 间断 点 ， | 


p(XNo +0)—p(N0 一 0) = 一 Resxo M, 


且 在 M 相 邻 的 两 个 极点 之 间 p = const (这 就 表示 p 的 间断 点 都 是 M 的 极点 !). 
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证 明 ” (1) 取 & € (a,b) 是 p 的 连续 点 , 则 对 任何 o € [o, 呈 ， 3/ ImM(s+ir)de 
《 
在 [0,6] 上 连续 , 所 以 
,imo = ImM(e+ir)de = = 让 ImM (e)de. 
于 是 p 在 [a,b] 上 连续 且 
po) = pO) + | Me, pl0) 一 FM 
(2) 因为 M(o 二 i7) = M(o 一 i), 
M(o) = lim M(o 半 秆 三 Him M(o 二 i7) = im M(o 十 i7)， 
所 以 M(o) 是 实 的 . 在 [a,9] 上 p 的 连续 点 o 处 ， 
1 oOo 
: po) =p®) + #4) Me)e, 
这 个 等 式 几乎 处 处 成 立 , 所 以 点 点 成 立 . 于 是 由 (1)， 
i TImM(o) a 


p(o) = const, o € [a,dbl. 


(3) 取 一 个 含 ho 的 闭路 荆 如 图 3.9 所 示 , 一 内 只 含 M(A) 的 一 个 极点 Xo, ,7 
是 p 的 连续 点 . 


LL 
Res%M = 元 人 M(NdX 


n 本 We : 计 
-去 |/ (MD = MC + DD) t+ {Mn +i) ~ ME + is)ds 


由 于 残 数 与 无关 , 让 6 一 +0 得 


1 . 
lim i i (M(t+i6)— M(t+i0))dt 


ResxoAM = . 
6 一 十 0 
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jn 
= lim 一 人 (2iImM(t+iD)dt 
0 一 十 0 27i € 


=— (p(n) — p(é)). 
所 以 

p(XMot+0)—p(No —0)= —Resyo M. 
在 M 的 相 邻 的 两 个 极点 之 间 , 由 (2), p = const. 


3.8 极限 点 情形 的 特征 展开 
由 3.7 节 , 谱 函 数 p 存在 . 
定理 3.8.1 车 f € L2[0, oo0), 则 存在 fe [2( 一 00, oo0), 使 得 


2 医 4 
lim AN-/ f(z)0(z, Ndz| dp(A) = 0， 


dW 


即 (在 2(--00, co) 意义 下 ) 
We) f(a)0e, aa 
( 称 Ff 为 f 的 广义 Fourier 变换 ) 且 有 
P= 
即 Par eg le 
( 由 Parseval 等 式 / |f(z)|' dz A FO) do】 
证 明 (1) 设 f € Cgye(o,oo), 这 时 积分 太 和 ) = f(z)9(z, 和 dz 按 通常 的 意 
0 
义 存 在 并 且 是 入 的 连续 函数 . 对 Mf 在 [0, 中 上 用 Parseval 等 式 得 


b 5 oo b 
[ IMf(z)|dz = 人 . Mf(z)0(z, Ndz| dpo(X). 


在 " 充分 大 时 ， 


moae= 人 从 Majete Daz| dp) 


由 Green 公式 ， 


下 WN (以 Ho) MO ds = (7,00 A 0, 
0 0 


和 
故 
[ A J Nd = 下 (ojelz, Naz = AP)， 
于 是 b 充分 大 时 ， 
/rapaz= XA do). 
对 充分 大 的 /> 0, 记 A = (一 00,oo)\( 玉 ,1), 有 
we {FA ap < { XR sn) < {XO)| amO 


=) IMf (zw)ldz, 


/| aams 训 /rpan 


这 个 不 等 式 对 充分 大 的 一致 成 立 ， 另 外 , 在 充分 大 的 有 限 区 间 [0, 上 对 f 用 
Parseval 等 式 又 有 


三 rapae= 广 Paaw=( 太 + 用 alane， 


所 以 
三 vepae- 广 aa 
EO MN EA Ee 
先 取 定 4 充分 大 , 使 得 


所 以 


2 2 下 oo 2 E 
I/ | dm < 方 | My dr < 3 
再 取 一 串 {bn}，lim bn = co，lim po。 (和) = p( 和 A), 在 [-p, 川 上 用 Helly 积分 定理 ， 


当 n 充 分 大 时 ,有 
flo a wf OP | < 和 


[ere = {FW aow 


所 以 
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一 


同时 也 就 证 明了 fe L2(—o00, 00)! 
(2) 设 fe€ L2[0, 00), 在 co 的 某 邻 域内 为 0. 
这 时 积分 g( 和 ) = f(z)0(z, 和)dz 按 通常 的 意义 也 存在 , 并 且 是 和 的 连续 函 
数 . 存在 户 s Cge(0,co), 使 得 | 一 fi 一 0. 令 
OY , f(z)0(z, A)dz, 
则 由 (1) 可 知 及 < L2(—o00, 00), 由 


a A 


知 { 记 上 是 妃 (-oo,co) 的 基本 列 , 所 以 极限 广 存在 且 
[= /oat = f° |) a 
= 如 .人 epPaz= [eras = 


多 一 OO 


剩 下 来 要 证 明 fA j=/ f(z)9(z, 和 dz 按 L2(-o0,o0) 意义 成 立 . 


ev f(z)0(z, Ndz, 
当 4 充分 大 时 , 考虑 
Es oo 4 
re ER A (f(z) - f(z))0(z, Ndz = (f(x) — fi(z))0(z, Ndz 
由 Schwarz 不 等 式 ， 


-| <[ f(z) = fn(z)| lo(z, Nlaz < NF — fall No, Wa, 


即 
im 所 (和 ) = g( 和 A)， 入 E (oo, oo), 点 点 成 立 ， 


而 {名} 平均 收敛 到 所 所 以 由 Riesz 定理 , 存在 {及 )》 子 列 几乎 处 处 收敛 到 
fiO), 因此 网 
FW) = = 人 fel, dz 
0 
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(3) f € L?[0, 00). 
令 


天 局 三 人 ioe 


WW 


(XN) = /false dz 是 和 的 连续 函数 , 由 (2) 可 知 有 e L2( 一 00, 00). 显然 


二 和 


二 全 二 EN 
A a 


所 以 { 充 } 是 成 (-o0,00) 的 基本 列 , 存在 极限 了 < [2(-oo,00), 由 
= | War 
0 


= jim ya pe ij lf(z)l2az = fl, 


a 


| = a), 


i 
即 局 
f= bz, )d 
jz)bglz, dz 
或 


[ee Q 2 
a Fy } fo Nol dptNy = 


定理 3.8.2 (特征 展开 定理 ) ”车 f € L2[0, oo), 则 


lim 


H+*—00, 
一 


Ooe Re p 
A / 人 Nelz, Nap(| dz = 
0 几 


即 (在 22[0,co) 意义 下 ) 
yj 的 = 人 ™ Fyelz, Nap(N). 


证 明 (1) 记 A= (pv, f4= 人 F(A)OC, Nap(N) < L210, 00). 


由 于 子 e [2(-o0,00), 0(z, 入 ) 是 和 的 连续 函数 , 所 以 积分 上 F(A)0(z, Ndp() 


存在 , 它 是 x 的 连续 函数 . 
设 Pe [2[0, 00), suppP c [0,al, @ 是 对 应 的 广义 Fourier 变换 , 则 


3.8 极限 点 情形 的 特征 展开 


| riper = 三 ojFGdz- [ (/ Fvee, Wap ) 
Fubini 定理 / FO) ( 人 Foe Nes) dp 
= 人 闵 NGGOJap() 


<(/ ja ED (flew ao 
<( /Pa oO) (flew wy) 
-(/ Pa a) a PaPan) 


ro-1 Wo Q&T 


Z > ai 


因为 fa(z) 连续 , P es L?[0, co), 于 是 由 前 面 的 不 等 式 得 


| law ar < A Pa) 由 PPaz 
( 站 Paow) ( 上 aaas) a 


(f vo) < (fo ay) ， 
右边 与 a 无 关 , 所 以 
(f voorae) < (f apy) 
fa € L?[0, 0%). 
(2) 如 果 户 , 户 e L2[0, 00), 对 应 的 广义 Fourier 变换 是 刻 , 户 , 则 由 
4f1f2=|fi+ fo 一 真一 户 +ilfi +ifol? —ilfi —ifol? 
可 得 广义 的 Parseval 等 式 


让 f(r) td = RORO)dpO). 


“ 187. 


P(xz)dz 


. 188 . 第 3 章 ” 奇 型 Sturm-Liouville 算 子 的 谱 论 


8) 7= ,lm fo f= Fo Na 
设 Pe bi [0, co)， a cloal,Q@ 是 书 的 广义 Fourier 变换 , 由 广义 的 Parseval 
等 式 得 四 
| ra = [_ Famaow， 


记 A = (—00, oo0)\4, 由 (1), 
[ jd = f(A)Gap), 
0 ps \ 


Un (f(s) — oP FA 


| [ 40 1a PE pl 


1 dp()， le dp 


FW se) /emwPaoW 


2 
f A | dp(A) 小 IP(z)| dy, 
因为 fA e L?[0,o0), 取 
Pa-1 f(z)—fa(x), Ogz<a, 


0， D> 0; 


则 Pe L2[0,o0), 代入 可 得 

[ew -faar < |i) sel, 
右边 与 a 无 关 , 故 

[ve -aas < [lO oo 
让 A 一 (一 00,o0) 即 得 
| 


以 上 证 明了 


dz 一 0， 见 一 一 0o,2 一 十 co， 


3 2 
f(s) = 站 flz)0(z, Ndp(A) 


f € L?[0,00) 一 f € L2(—o00, 00) 
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是 一 个 等 距 线性 算 子 , 而 且 f 可 以 由 广 反 演 得 出 . 下 面 还 要 证 明 U 是 Z2[0, oo) 一 
肥 (-oco,oo) 的 西 算 子 , 即 UV 是 满 射 . 
定义 3.8.1 ”对 任意 的 fe L?[0, oo), 定义 


则 UU 是 等 距 线性 算 子 . 
定义 3.8.2 ”对 任意 的 g= feranU, 定义 


y= Ug=, 


则 UU 汪汪 idL2[0,00)) UV = idranv. 
引 理 3.8.1 设 geL2(-o00,o0), 记 A= (py,dl, 


/aj = 人 g(M)b(z, NM)dp(A)， 
则 fa € Z2[0,co) 且 存 在 f € L?[0, co), 使 得 


一 一 co， 
vv 十 o0 


> Ro ee 
lim [ f(s) — fatzjPdaz=o 
即 (在 L2[0,o0) 意义 下 ) 

a= | jot Nat): 


证 明 ”fa € L2[0,o0) 的 证 明 同 前 , 下 面 要 证 明 {f4} 是 L?2[0, co) 的 基本 列 . 设 
Ai D A2, Pez72[0,co), 对 充分 大 的 z, P 为 0, 8 是 P 的 广义 Fourier 变换 . 考虑 


站 ae) ~ foe) Plas = 人 2 / see Wl) Ha 
0 0 Ai\A2 
由 于 积分 实际 是 在 有 限 区 间 上 进行 的 , 因而 可 以 交换 积分 次 序 , 所 以 

上 = 人 oO ( Fe Nr) dp(A) 


=- 人， 9CQGOJao()， 
AiNA2 
利用 Schwarz 不 等 式 ， 


2 2 
< BO az] ( lo az 


工 
2 
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Po- fai (2) — fa, (7), QR <a; 


0, > 


(因为 f4,, f4s 是 z 的 连续 函数 , 所 以 Pe L?[0,o0)), 则 有 
[ A 疯 网 呈 )} oO ty ) ( | or 
0 Ai\A2 Ai\A 
< (fu pana] ， {ee jaz) . 


. “asl®) = fooar < {oo dp 
0 Ai\A2 
者 进攻 关 波 


即 


[Va -fotohas < { ~ gao) 
0 Ai\A2 


这 表明 {fa} 是 L?2[0, oo) 的 基本 列 . 
定理 3.8.3” 设 ge 到 (-co,co), 则 存在 fe L?[0,oo), 使 得 


v 2 
im | ya- gee Wao))| de =0 
且 
im 人 am )- 人 pe 


即 (在 L2(--o00, 00) 意义 下 ) 
oN = 人 fle Ndr = FN) 
0 
注 ” 这 表示 对 任意 的 g e L2( 一 00, 00), 3f e L?[0, oo), 使 得 
Uf = 9g, 


即 UV 是 满 射 . 故 UV : L2[0, co) 一 L2( 一 00,o00) 是 西 算 子 ,UV = U1. 
证 明 ”由 引 理 3.8.1, 存在 f € L2[0; co), 使 得 在 L?[0, oo) 意义 下 ， 


f= | ec Nap(X). 


3.8 极限 点 情形 的 特征 展开 
而 由 定理 3.8.1 与 定理 3.8.2, fe L2( 一 00,o00) 且 在 到 (-coo, co) 意义 下 ， 
RD = { foote, Nes. 
同时 在 L210,00) 意义 下 ， 
/= Foote det 
下 面 要 证 明 的 是 9 = 户 即 


/emw-Fa| am=o 


"91， 


记 r=g- fe 忆 ( 一 00, oo), 来 证 明 它 是 [2( 一 00, co) 的 零 元 素 . 记 A = (1,v)， 


A 


由 定理 3.8.2， 
4 14 一 成 [0,00) 意 义 下 ， 


而 引 理 3.8.1 的 结论 是 
lm fa B20 om) 义 下 ; 


A—(—00,00) 


令 ha = f4 一 fa(z 的 连续 函数 ), 则 
hA = 0， ZL2[0,o0) 意义 下 . 


1m 
A 一 (一 co,oo) 


而 
A 4 Oa A 


那么 怎样 得 到 = 0 呢 ? 这 样 想 : 
三 人 = AU 上 ha(z)dz = /7% 人 ge, Nr) dp( 和 ) = 0， 


即 
a r(A)T, (Ndp(%) = 0， 
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其 中 , IT,(X je 0(z, Adz. 如果/ Fr 7( 和 Ts( 和 A)|dp( 和 A) < co (这 一 点 不 成 问题 , 因 


为 +e 2(-eoo0) 而 有 OO) = 广 xsejbte ar 也 属于 带 (-o0,o0)), 则 由 
0 
Lebesgue 控制 收敛 定理 ( 当 y,v 是 p 的 连续 点 时 ) , 有 


i WW = 以 
lim 一 arctan 
0 5 ) i /6 © 


lim, = | 四 ( i a re) rE [ap = 0: 
利用 Fubini 定理 , 得 到 


人 人 E 
二 人 人 lp 


一 arctan 三 


一 六 
: ) man St 
即 


即 
2 a mf 入 一 i J. ie) RG 


因为 A = (u,v 任意, 所 以 
上 0 NN =0, 


A— (o +ie) 
即 
4 ,| A= 3 pr Pr i 
或 
42(- mn, /| 人 入 一 Te ee =0. 
ee be (f i mY dz = 0, 
即 


(到 pe 和 i ee do dw 三 0. 
因为 s 任意 , 所 以 


"7(N) 
i — 0(xMdp(N)=0. 
i 入 一 (c 十 ie) Wp 


Hals,®)= | 全， 0(zx, Ndp(N), 上 =a+ics>0， 
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则 
lim ) Halz,€) =0, 在 L2[0, oo) 意义 下 ， 


4 一 (一 oo,oo 
所 以 应 当 由 ，,jim “ha = 0 得 到 lim “Ha (z,é) = 0, 然后 倒 推 回去 得 出 
7 二 0. 下 面 开始 正式 证 明 . 
的 
Hal(z,é) = SA 0(z, Mdp(N), Imé >0. 


办 
因为 re L2(--00, oo)， 


TN) 


OF r OF < roOP 
入 一 


(Eee 一 N? + (Imé)? ~ (Imé)?’ 


所 以 


7 


和 = 次 
由 引 理 3.8.1, 存在 玉 (,&) € L?[0, 00), 使 得 


2 
€ Lo,(—00, 00). 


可 是 Mb = 9, 故 
入 汪 & 二 ee 和 )dp(》) 
EE r z A 人 
王 由 (A)6(z, A)dp( 和 A) +é 站 Ret ,入 )dp(A) 


= ha +é€Ha, 


即 
(M — é€)Ha = ha. 


注意 到 Ha 在 0 点 满足 9 适合 的 边 条 件 , 即 
sinaHAa(0,é) 一 cos ap(0)H’ (0,€) = 0. 


而 My = ty 有 两 个 线性 无 关 的 解 p(x,&) 和 0(z,é), 用 常数 变易 法 知 非 齐 次 微分 方 
程 (M 一 &)y = ha 的 解 应 该 是 


y= Cip(z,€) + C20(7,€)+ | we €)0(t,€) — p(t, €)0(7, €))halt)dt. 


特别 地 , 有 HA(z,é) 可 以 这 样 表示 , 因为 Ha 与 9 在 0 点 满足 同一 边 条 件 , 可 是 yp 却 
不 满足 这 一 边 条 件 , 故 
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所 以 
| 二 本人 阁 下 ¥ OE 
由 于 。 lim ha = 0C2Io sc) 意义 下 ), 利用 范 数 收 全 必 弱 收 全 的 性 质 , 可 得 


lm) ed) -v0 0) ha =0, 
而 lim a (72lo,co) 意义 下 ), 有 子 列 几乎 处 处 收敛 , 所 以 


4 一 (一 


lim 0 = 五 (zx,é),p.p. (对 z 而 言 ) 


A4 一 (一 
即 存在 c 使 得 
H(z,é) = ch (zx,é), (p.p. 对 z 而 言 ) 
可 是 在 极限 点 情形 下 , 9 4 ZL?2[0, co). 因此 c= 0， 


H(z€)=0, Iné>0. 
(2) 令 
Po [ Oe 1 Xtal) Ol Nd, 
因为 xt0,sj € L?[0, 00), 所 以 到 = he a € L2(—00, 00), 
A Ha (x,€) dz = /4 /并 Tol, M)dp(X)dz = 人 TNdpO). 
{Ha} 在 到 [0,co) 中 收敛 到 0,， ie 0, 故 
lm mdpO 本 , 相 上 ~ 


人 4 一 (一 co,oo 
Ha (wr, €) Nio a (jaz =0, 


i 00,00) 
即 


RN) 
人 endaoO =0. 


不 仿 假设 定理 里 给 的 9 是 实 的 . 不 然 的 话 , 可 以 将 9 分 解 为 9 = gi 十 igz, 9g1,92 
为 实 函 数 且 gi,g2 € L2(—o00, co). 当 9 实时 , 因为 对 实 的 和 , 9 (zx, 入) 是 实 的 , 于 是 
fa 为 实 函数 , 从 而 那么 让 也 是 实 的 , 于 是 * 是 实 的 . 对 上 = o +ie， 


0= 外 Im [a T,(Ndp(Ndo = 让 We 本 ee =Ts(Ndp(Ndo. (3.3) 


3.8 极限 点 情形 的 特征 展开 . 195 . 
因为 7, Ts e L2 (一 co oo)， 入 IrO)T( 和 A)|dp( 和 A) < co, 所 以 由 Fubini 定理 ， 


Oo v 去 
(县 到 三 让 站 这 ea 


= 由 (at 本 arctant - > r(A)Ts (Ndp(N), 
让 < 一 二 0 得 


0= Lim 尖 (aretan’ = 2 arctant 2 7r( 和 )7Ts( 入 )dp( 入 )， 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 当 j,v 都 是 p 的 连续 点 时 ， 
上 式 右 端 = 开 厂 rde()， 
Wn 


所 以 
rrp) =0， pv 都 是 p 的 连续 点 
VL 


即 
0= | 0(z, 和 )dzdp( 和 ) = 让 人 re NapWda = 从 ha(z)dz, 


所 以 ha(z) =0 A = (1,d], pv 是 p 的 连续 点 . 
(3) 车 cosa 大 0, 因为 9(0, 入 ) = cosa, 故 由 ha(0)=0 得 


让 三 
当 cosa = 0 时 , snaw 关 0, 由 
0= 用 四 = 人 OU(e ap()， 
pa(0) = 0. 
同样 , 可 得 
人 apW = 4= (wd]，juv 是 p 的 连续 点 . 


设 w 是 p(A) 的 间断 点 , 因为 p(A) 的 间断 点 可 数 , 任何 含 w 的 区 间 A 里 都 必 有 p 
的 连续 点 jwv 使 1 <w<v. 所 以 存在 {jn}, {vn} 都 是 p( 和 ) 的 连续 点 , 使 得 


Ln < Hntl <wW < n+l < Zn Un T WwW, Vn | Ww, 
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o= 三 -dpO = x Or OYapN), 
[Xt OATO) < Ir OA) xt (N). 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 


0= ,lim xo rao) = im x Nr ao) 
08 一 co 
Do 


2 人 Xfwj(A)r(A)do(A) =7r(w)(o(w) 一 pw 一 0))， 


所 以 
P'(w) =0; 


于 是 
fr Wap) = 0, VS 


其 中 , K 为 [pw] 或 Ip,v),(p, 可 , (4,v), 所 以 对 任何 阶梯 函数 s(), 都 有 
7r( 入 )s( 入 )dp( 入 ) = 0. 


由 于 阶梯 函数 在 L2( 一 00, co) 中 笛 , 故 7 = 0. 
定理 3.8.4 设 T 是 TH(M) 的 自 伴 延 拓 ， 


2(T)= {f € F(T i(M)) lsin af(0) — cosap (0) f°(0) = 0}, 


则 
(1) vf e 9(T), 有 和 fe L2(-o00,0%%) 且 


TF = AF; 


(2) f € 9(T) © ,Af € L2(—o0%0, 00). 
证 明 (1) Yf e 9(T), 有 feL2(-o0,o0), 记 


Re 让 Fe, Wapt B= fi 
A 
则 由 定理 3.8.2 的 证 明 , fa e L?[0,o0) 且 
4 f= 有 在 太 [0,o%) 意义 下 


因为 4 为 有 限 区 间 , 所 以 
yA Ww FA) MO(z, Ndp() = 人 Af(A)O(z, Ndp(A)， 


3.8 极限 点 情形 的 特征 展开 .97: 


令 


fF A 
9A( 入 ) -{ 0 ee 


显然 ga EL2(-o0,00), 而 当 Ai 为 有 限 区 间 时 (根据 引 理 3.8.1)， 
. gaA(A)6(.,A)dp(A) € L2[0, co). 
由 于 A1 2 4 时 ， 
站 ga (Moz, Ndp(N) = IT AF()O(z, Nap(N) = Mfals), 
Al pe 
由 引 理 3.8.1， 


iia ] 站 
Ai1 Ai 00,00) 


Ai—=(—00,00) 一 (一 
故 Mfa € 1L2?[0,o0) 且 由 定理 3.8.3， 
MfAa= ga. 


由 于 9 满足 
sin ab(0) 一 cos ap(0)0(0) = 0， 


fa 也 满足 同样 的 边界 条 件 , 所 以 fs 9(T). 这 样 对 任意 的 he 9(T), 有 


去 


GasTh) = (Ta = (Mf) = | WIa Rao) 
=- /oaom=- 人 FORNaoA) 
让 4 (_o0,00), 因为 范 数 收敛 必 弱 收敛 , 可 得 
三 再 mao = = 7 = {FO 


于 是 和 
站 (TO0) -AN)RdapA =0, he 9(7). 


因为 UV 是 西 算 子 ， 人 {In 2(7)} 在 [2 (00,o0) 中 稠 , 所 以 
T= 


且 XFE L2(=00;60). 


. 198 . 第 3 章 奇 型 Sturm-Liouville 算 子 的 谱 论 


nd 
GiN= Fh)FO) WE 人 人 CA) 丽 M)ap(A) 
所 以 fe 29(T) 而 了 TF = -1( 力 . 
推论 3.81 TAP= /|>Fa| do),f e907). 
推论 3.8.2 ( 谱 分 解 的 乘法 算 子 形式 ) 设 工 是 To(M) 的 自 伴 延 拓 , 则 
U: [Eeeyee) 一 BD (—00, co) ， 
v=f=/ f(z)0(z,.)dz 
是 西 算 子 , 而 了 与 [2 (-co,co) 上 的 乘法 算 子 4 
2(A)= {9 二 2 (一 co, co) |Xg GE 有 (一 co, co) } 


Ag=Mg, gE€ 2(4) 


西 等 价 . 
证 明 (1) U9(T) = 29(4). 
由 定理 3.8.4, UZ(T) C 9(4). 反 过 来 , 若 ge 9(4), 则 有 f es L2[0,o0) 使 
g= 育 而 和 fe L2(-o0,o0), 所 以 fe 9(T) 而 Uf = 让 =g, 于 是 9(4) CU9(T). 
(2) 对 任意 的 fe 2(T), 有 


U-1AUf =U-1AF =U-! (Ff) 二 他 


对 任意 的 ge 2(4), 有 je Z2[0,oo) 使 9 = 访 因 为 Mg € 到 (-oooo), 所 以 
f & 2(7), 


UTU tg = UTU A = UT = 人 ?A = Ny. 


3.9 极限 点 情形 的 谱 与 谱 分 解 
设 了 是 最 小 算 子 To(M) 的 自 伴 延 拓 
2(T)= {f € 9(Ti(M)) lsinaf(0) -cosap (0) 疡 (0) = 0}. 


引 理 3.9.1 ”如 果 谱 函数 p(A) 在 Xo 有 跳跃 , 则 Xo 是 了 的 特征 值 . 


3.9 极限 点 情形 的 谱 与 谱 分 解 . 199 . 


证 明 设 o(Xxo+0)-p(Xo-0)=jo>0 则 YeszZ2[0,co), 满 足 suppf c [0,a]， 


有 a 
要 [ 而 
0 
是 和 的 连续 函数 . 
a De 本 2 2 
/Paz= 人 Ra ae > mF00)| 
0 一 Do 
取 
f(g) -| b(z,Xo)， ze [0,a), 
0， Ww 
则 
a a 2 
人 ja jay 六 (/ ble opan) 
即 


|6(z, Xo)|2 dz < 和。 
0 ko 


右 端 与 a 无 关 , 故 0(.,Xo) e L2[0, oo0), 注意 到 9 在 零点 满足 的 边界 条 件 便 得 Ao e 
op(T), 对 应 的 特征 函数 是 9 (., Xo). 
定理 3.9.1 ” 设 和 oe C,NoI 一 7T 是 单 射 , f e L2[0,o0), 则 


f eran(MI—-T)= 29((NI-T))S 二 XE (一 oo co) 
这 时 x 
(三 到 
且 
CE 人 去 Xe Ndp(A) 


注 ”特别 地 , 若 Imy 冯 0, 则 


R= 


证 明 ” (1) 设 feran(MoI 一 7T), 则 存在 ge 9(T), 使 得 


go, 和 )dp(A)， f E 工 2[0, co). 


= (XoT 一 7T)9g = Xog 一 了 9. 


于 是 
f=U(Mg—T9)= (Xo 一 信人 
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即 
下 FA) — Oo- BC dp(A) =0 
Ff 2 

Fa |Ao— > -| 
当 Imxo 关 0 时 ， 

(ImXo)” 3 和 a a 
所 以 

上 四 一 人 OA)| dp(A) = 0， 
Tx- Le(-00,0%0). 


当 Imxo = 0 时 , 因为 oT 一 了 是 一 一 的 , Xe 不 是 特征 值 , 因此 由 引 理 3.9.1, Xe 是 
p(A) 的 连续 点 , {Xo} 对 p 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 来 说 是 零 测 集 . 对 任意 的 
H 2 入 0， 


te ’ 3 Ee < Re 二 一 人 和 ) | dp(A)=0， 
所 以 _ 
人 忆 — 9(\)| dp(A) = 0， 
站 “9 dp(A) =0. 
同 理 
wy 二 — 9(N)| dp(A) =0. 


而 {Xo} 对 p 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 来 说 是 零 测 度 集 , 故 


ry 2 
人 } —9(N)| dp(A) = 0. 

因此 也 有 
| 着 -8A)| dp() =0, 


3.9 极限 点 情形 的 谱 与 谱 分 解 “200.， 


一 


一 IE L2(—o%0, 00). 


和 o 一 入 
(< 设 元 二 e 已 (ooco), 由 于 是 满 的 , 所 以 存在 ge 52I0,c0), 使 得 
a 
a 9, 
广 = (ho 一 和 9 (作为 [2( 一 00, oo0) 的 元 素 ) . 
所 以 


= Mf- fe 有 (一 co, 00). 
由 定理 3.8.4 得 ge 9(7T), 而 


f=U-1f=U-1(M$— 6)= M9—Tg= (Nl—T)g eran(MIl—T). 


对 于 f eran(XoT 一 了 )， 


所 以 本 
UN = a 


(WI=T f= (V(r=7) 7)) 
Ne pr ie 
_U (G5 与) 1 (Nao). 
定理 3.9.2 “如果 存在 6 > 0, 使 得 p() 在 (Xo 一 65, 和 0 十 6) 上 为 常数 , 则 
MN E p(T) 
[Rl < 


证 明 (1) MoT 一 T 是 单 射 . 


若 
(MoT rj 0, 
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即 
这 2 一 全 ||2 
0=|QoT Tul? = NU(07 — T)w)l = | a | 
= 0 -2X02= 人 00 -NRO dp 
与 定理 3.9.1 的 证 明 相 同 可 得 
ICNPap(N) = 区 办公 dp(A =0. 
(Xo;co) (一 co,Xo) 
由 于 p 在 (Xho 一 6, 和 0 十 6) 上 为 常数 , 故 
太 amPaoO =0, 


即 人 = 0, 所 以 炎 = 0. 
(2) XoT 一 了 是 满 射 . 
对 任意 的 f e L2[0,o0), 有 fe Z2(-co,co), 而 


Bo 2 Xo 2 a 
ly soW=/ dp( 六 二 下 加 
人 这 FO) dp) + | 2 FO)| az] 


-| = 


由 定理 3.9.1, f eran(NI-T)=9 (Or Ty 且 


和 ~ 2 
1 
No—A 


入 ) 
和 o 一 入 


FA) 


和 Ao 一 入 


dp(A) 


一 


I((XoT 一 四 一 旋 = 二 


这 表示 ran( 和 NI 一 7T) = 乡 ((XoT 一 四 -0) = L?[0, o%). 
(3) (XoT 一 了 )-! 有 界 . 
由 于 


JR = 0o7= 7 = Gor- 7) 


; 2 


2 
dp(A) < Hf, 


1 
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定理 3.9.3 ”和 0 是 工 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 pQ) 在 A 有 跳跃 , 跃 度 i 
“人 0 
对 应 于 Xo 的 特征 函数 是 9(., 和 0). 
证 明 < 见 引 理 3.9.1. 
全 设 和 o 是 特征 值 , 由 于 9 满足 0 点 的 边界 条 件 , 所 以 4(., Xo) 是 对 应 的 特征 
函数 . 于 是 QO(., 和 0), X6(., M0) € L2(-00, 00), 


X(N) = U (TO(, M0)) (A) = U (X00, M0)) (A) = NB), 


所 以 
[0-208%)| aom=o 
由 此 | 
/| ee CO] dp(A) = 人 Ca dp(A) = 0, 
故 


of loc = =/ 3 | aoO) 


( 2 | 16(A)|2dpo(A) 


| Qo +0) -p00 0) = Bo)| 


-lo | 


这 表示 p 在 Xo 有 跳跃 . 注意 到 在 L2( 一 oo, co) 意义 下 ， 
总 二 / eS a 
0 
设 4 是 含 和 0 的 区 间 , 则 当 a 充分 大 时 , 有 


当 a 一 co 时, 上 式 左 端 趋 于 0, 故 


2 
CO) -GO| dp() > [B00) = Bo)| ko. 


HN) -ON)| ap(N) > A 


A jin do i 下 Wr ot jas 
Q 一 OO Q 一 OO 0 
Q 
= Jim, | lls, Wear = leC XO) 
Q 一 OO 0 


这 样 便 有 本 有 
ao)| = lo, Xo), 
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所 以 ko = 1/ 9(, Xo 

定理 3.9.4 设 No 是 p 的 连续 增长 点 ( 即 p 在 Ao 点 连续 , 并 且 v5 > 0， 
p(X0 二 6) > p(X0 一 6)), 则 Xho 是 工 的 连续 谱 点 . 

证 明 (1) 由 于 Xo 不 是 特征 值 , 所 以 (MoT)-! 存在 . 现在 证 明 9((Xo1 一 7)”) 
在 L?[0, co) 中 稠 . 对 任意 的 je L2[0, oo), 有 fe 到 (co,co). 而 


f= Fy6(s 和 dW)， 在 到 (~oowo0) 意义 下 


今 
g(》) = FC 入 入 Xo 一 6 或 入 > Xo 十 0， 
oS 


则 g € L323(-00, 0%), 存在 he L?[0, oo), 使 得 9 =h, 
h = fs 入 )dp( 入 ). 


1 时 = 上 -让 = 人 Pal ao 


而 f € L2(—00, 00), 利用 积分 的 绝对 连续 性 , Ve > 0, 361 > 0, 使 得 mp(B) < 51 时 
有 


由 于 


FO)| do) <e 
可 是 X 是 ， 的 连续 点 , 所 以 存在 5 > 0, 使 得 


mo((Xo 一 6,Xo 二 0)=p(Xo+6) 一 po 一 0)< 0 


因此 
If -hl < < 

可 是 遇 

h(A) 2 过 和 鸡 二 在 允 冯 关于 二 

3 2 

0 0， Se ee a CE, 
所 以 

h(A) 到 7(》) 

ed a 

er < 了 | |, 4 

由 定理 3.9.1， 


he 允 ((XoT 一 站) 一)， 


3.9 极限 点 情形 的 谱 与 谱 分 解 . 205 . 


故 9((Xor 一 7T)-1) 在 L2[0, oo0) 中 稠 . 
(2) (N07 一 荆 二 + 无 畸 . 


取 
1 ， 一 <-Als 
9gn( 和 ) 3 n 
0， 其 余 的 入 ， 


则 we L2( 一 00, o0), 存在 hn es L?[0, 00), 使 得 及, = gn. 因为 


ce 2 
gn (和) | J 
dp( 和 ) = dp( 入 
六 入 一 X0 1<I-Xol<2 | 入 一 Xo| oN 
之 a 
< n2mp (|> 一 一 , 和 0 一 2) U (x+ a 2|) < 0. 
Nn n nN nN 


故 hn € 9((XMoT 一 T)-1), 而 
2 
0 


> (3) fon WP apt) = (3) Mial. 


9gn( 入 ) 


和 XAo 一 六 


hn 


二 dpo( 和 ) 


(of — To x 


所 以 (MoT 一 了)! 无 界 . 
推论 3.9.1 op(T) = {AI 和 为 p 的 间断 点 }, oe(T) = {A| 和 为 p 的 连续 增长 点 }. 


a 


ea 


i 
一 一 一 
图 3.10 
下 面 来 给 出 了 的 谱 分 解 , 只 要 定义 了 的 谱 族 {EA|Ae R} 即 可 . 由 推论 3.8.2， 
了 与 到 (-oo,co) 上 的 乘法 算 子 4 西 等 价 , 而 4 的 谱 族 是 知道 的 , 所 以 很 自然 地 将 
通过 4 的 谱 族 { 忆 (4)|wu e R} 来 得 出 了 的 谱 族 {Ele R} 


i 


Bf =U-1B,(AVF = UB,(A)F =U-! { PFN, A<h, 
0, 入 友邦 


= 下 fA (:,A)dp(N), LEeR. 


定理 3.9.5 令 
Ws 
Bf = Fo NaN), nen, 
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则 {ue R} 满足 
(1) 忆 , 是 正 交 投影 算 子 : 
(2) 车 < v, 则 BB, < BE,; 
(3) Eto = By; 
(4) s— lim 时， 8 一 mn B= 
证 明 ‘1 1) 坊 ， 是 正 交 投影 算 子 . 
由 于 
I = FW)| ao0) < 广 |Ra| ap0) = TI 防 有 界 
对 任意 的 f,g e L?[0, co)， 
(Bf,9) = (Bj,D), a FF dp(N) = (FU (B09)), = (f, Bug). 
所 以 EE, 自 伴 . 当 jy <v 时 , 对 任意 的 f,g € L210, oo)， 


(BBy fd) = (EB,f, Eg) = (互让 Bg9), 
SS POF ap) = (B,D), = (Byf,9), 


所 以 B= By. 同 理 , BB = By. 特别 地 , B2 = EE,. 
(SLE BE,: 
对 任意 的 je Z2[0,oo)， 


(Bp n= lB = | = 三 | amws {|| ao0) 


= (BF, f). 


(3) Ero -> bE,. : 
对 任意 的 fe L?[0,o0)，9>0, 有 


2 2 2 入 2 
B40f -Bsfl =N(Bto -Bo =U(Bs0- B= [FW)| ae 
本 (pu,4+0] 
当 09 一 +0 时 , (4 十 9 一 ,所 以 
im, Burof — Bsfll =0, 


即 
ms Eurof = Ef 
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或 
导 一 a Bro 一 Bs Eto 一 EB, 

(4) s— lm Bb, 二 0，s 一 lim, Er = 

因为 (一 oo, jp) 一 $b, 1 — 一 coi (—o00, 1) 一 (~00, 00), 1 — +oo. 

定理 3.9.6 | ndE, ;fe DT. 

注 ”为 了 证 明定 理 3.9.6, 只 需 证 明 

fegn of rae < Bri= paB,s. 

后 一 等 式 意味 着 


a——o0, 


B 
其 中 ， 1 Ud,f 是 Riemanm-Stieltjes 积分 和 数 的 极限 . 


证 明 
JE 2 四 会 廊 MeL(-o0,00). 
由 于 CR 
la = 人 |) ao， 
于 是 
fat = | ae 

而 

AR Se 二 2 

sfe -00 © / XA dp (NN) < 66, 
所 以 


feg9m) eo] mal <o 
取 (a, 6] 的 分 割 , 记 其 最 大 长 度 为 
QA=h0 <Hi < < n= pb. 
因为 
人 B 
DB Bh) = /uaB,t 


C 
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所 以 
8B n 
U (/ pa.) 一 limU Er HK 五 和 本 
一 = Dv (Ge Bt) JJ Ea lim 2 pr fm_ aa 
坟 = 
而 
n 2 2 
入 ja,p] 过 了 
RE p p 
化 ka 2 
= X= FO dp 
2 月 Dm FO)| apW) 
ci 入 
se FO do se 
(a,] 
所 以 nN 
"(/ udE, 让- 六 二 
于是 


B 2 
U lw- 1 aa 


人 XIAN )| dp(N) 一 0， Qa 一 一 co, 有 一 oo， 
(—00,00)\(a,8] 


B 2 
rT1- | mpl = 


sl 


有 
即 lim / yapB,f = 工矿 


Gc 一 一 co， 


3.10 极限 圆 情形 的 谱 与 谱 分 解 
考虑 Sturm-Liouville 微分 算式 
M=—DpD+gqg, x€|0,%), 


其 中 , p,q 是 实 的 , pe ACiocl0, 00), ge Cl[0,00) 且 p(x) > 0. 以 plz, 和 ) 和 0(z, 入 
分 别 表示 下 列 Cauchy 问题 的 解 


y(0) = sina, y(0) = cos Q (OE 
p(0)y(0) = —cosa, p(0)y'(0) = sina, 
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由 Liouville 公式 , p(x, 和) 和 90(zx, 入) 的 Lagrange 双 线 性 泛 函 满足 
[pC ,80 (z) = p(s)W (p(X), TsN) (2) 
=p(O)W (p(, N,N N) (0)=1, WeR, 


假设 M 是 极限 圆 的 , 由 3.6 节 知 道 , D Cc 9(TI(M)) 是 To(M) 的 自 伴 延 拓 定 义 域 
的 充 要 条 件 是 存在 矩阵 


L= /11 112 ， 和 N 二 Nill N12 | 
lo1 121 N21 N21 
使 得 


(Lrank (LL N)=2 


f(0) [f, ¢(, A)] (co) 

(3) .Ds | € 2Z(T(M)) IL ( Pr(0) ] +N ( [FoC A (oo) ) 中 其 中 , 入 
是 实数 . 

这 一 节 给 出 TH0(2M) 的 自 伴 延 拓 的 谱 分 解 . 

引 理 3.10.1 ”对 任何 ue C 和 f € L2[0,o0), 存在 ye 92(mO))， 使 得 
uy— My=f. 

证 明 ”w(x,n) 和 9(z,4) 是 My = uy 的 两 个 线性 无 关 的 解 , 对 微分 方程 jy 一 
My = 了 用 常数 变易 法 可 求 得 


yn) = Ciplnt) + C20(m1) + | eh 
因为 M 是 极限 圆 的 , y(n), 9(, 4) €E L2[0, 00), 而 


ba pf] < lp CN, 


1/ ob 1D] < JeC ll, 


所 以 ye L?[0,00) 且 My = py 一 fe LZ2[0,o0), 故 ye 9 (Ti(M)). 
设 T 是 To(M) 的 自 伴 延 拓 , 它 的 定义 域 是 


(0) He(, NI (00) 》 - | 
9(T) = |， 0 70) ) a ( [OM (oo) ) 
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L= l1 112 ”WW N11 Nn12 
l21 {22 N21 N22 


满足 rank( 工 N)=2 和 


其 中 ， 


ly br 


Nj1 
2 |=p(0) | 
li2 lj2 ni2 Tj2 
v2 
定理 3.10.1 记 A(1) 为 行列 式 
li2 Cos Qo 
111 so tmnt p(t,n) p(t, A)dt+ni2 (+w- 有 p(t, 1)0(t, Nat) 
0 
l21 sin RS 0- A p(t, 1) p(t, A)dt+n22 (ro p(t, 1)0(t, Nat) 
p(0) 0 
li co etna a a)/ p(t, A)O(t nt) 二 +ni2(4— > 0(t, 1)0(t, A)dt 
121 oot +n CG 1 十 (1 一 p(t, A)O(t, pt 十 ?22( 风 一 »/ “gt, 1)0(t, A)dt 
; 


如 果 A(1) 去 0, 则 

(1) u € p(T); 时 

(2) 存在 K e L?2 (|0,o0) x [0,o0)), 使 得 (R(j, Tf) (z) = 二 K(x,t)f(t)dt, f e 
L210, oo). y 

证 明 (1) y & p(T7). 

为 了 证 明 we p(T), 由 闭 图 定理 , 只 需 证 明 jyI 一 了 是 BZ(T) 一 L2[0,o0) 的 双 
射 . 

(1) 7 一 全 是 满 射 . 

由 引 理 3.10.1, 对 任何 f € Z2[0,co)) 有 ye 9(TI(M)) 使 得 jw 一 My=f, 下 
面 证 明 可 以 在 9(T) 中 取 到 vy. 为 此 , 要 证 明 可 以 取 到 Ci, Cs 使 得 引 理 3.10.1 中 的 
y 满足 9(T) 的 边 条 件 
一 Cl cosa+t C2sina 


0)= Cl snaw 十 Cocosaw，W(0) = 
y(0) 1 Sin 2cosa, Y(0) p00) 


由 Green 公式 有 
[y, p(:; AN)] (z) = [vy, p(, A)] (0) 十 1 (p(t, A)MyY(t) — y(t)M op(lt, A)) dt 


= ployW ty, pl NV) (0) + [pl A) (py) = F(0) — yO Xp(s, Nat 
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二 人 pt ode, 
而 
pe ede = } lh te Nadd 下 lb MOE, nde 
0 0 0 


十 人 相 (em 4)0(t, 4) — plt, WOT, TCDdr) 0 
故 
[y， Ppl., A)](00) =C1 (4 0 入 ) plt, HM) p(t, 入 )dt 


(-: + 人 eNet Wat) -|/ ~ pl Nf (0) 


rN (ftom) fr)ar ) ete Net 
同 理 , 可 得 
oC NI (eo) =c (1+ (nN {wh ot Nat) 

FO 由 二 人 gt NF)at 


访 一 测 交 (f ec P(E Om) fr)ar OCA) dt 
这 样 边 条 件 就 变 成 


Ci (lsino la tnals— Nf wt)olh Nat 
4 obte Ndt 

十 ca 人 站 ln 和 pi (- 人 站 lk Wo at) 
Ha 为人 ol 


-oa( {vA Fat- (Nf 


( [ re fn)ar) 2 Nat) 


tna( 人 Olt, NF (Oat 一 (一 入 a 


(for = ote mn) Far) oe Net), 
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i 二 1,2. 由 于 A(1) 关 0, 可 唯一 解 得 C1, C2, 使 y 满足 9(T) 的 边 条 件 , 所 以 MT- 了 
是 满 射 . 

(iD MT 一 全 是 单 射 . 

如 果 (MT 一 T)y = 0ye9gT), 则 上 面 的 式 子 右 端 为 0, 方程 具有 零 解 C1 = 
C2 =0. 由 引 理 3.10.1 中 解 的 表达 式 , y = 0. 

(2) 存在 K(z,t), 使 得 (R(T)f) (z p= K(z,t)f (bat, f e L210,00). 

从 前 面 边 条 件 的 方程 组 可 以 解 出 


Gi=an ve NIOatt on ote Nat 
Hua [f° ( (otro) = wt 0m) Fen)ar) vt Nat 

tou f° (f (otro) = we mon ) flr)ar) ot Nt i=1,2 

注意 到 


(7, 4)0(t, 1) — plt, 1)0(7T, PN |F OD p(t, Nl dradt 


[hr 
S| [i (lp(7, 4)f (np(t, 1)0(t, p)| + 197, p)F nNp(t, p(t, NN)drdt 
<(f 


tie es: p(t, A) ot lat) 
ee jl Ne) 


<2 oC, Dl lg, Ne ll, 
利用 Fubini 定理 可 以 交换 积分 次 序 , 故 
Ci 一 Qil [ p(t, AN)f(t) )dt 站 ti2 人 0(t, A)f (tdt 
让 LU/ w )0(t,p) — p61)0(r, 1)) ob dat] fdr 
raaf (fi We i 


十 Qi3 


Ks (ws t) =p(7, 1) (all p(t, 入 ) < a120(t, 入 ) 和 J (p(t, 1)0(7, 1) er 2(T， nL)0(t, 1)) 
: (al3w(T， 入 ) 十 Qa140(7, 和 )) d7) 十 0(z, 1) (av19(t, 入 ) 十 a220(t, 入 )d7 
+ (ol io ~ plrs p00) (osp(rs A) + errs A)) ar) 
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=a119(7, Mott, 入 ) a12p(7, Wolt, 入 ) 二 a210(7, Wplt, 入 ) 
+ Qa220(7, 1)0(t, 和) 十 DO 鸭 P(Z Wp) P(t, 1) + bi2(t)p(z, 1)0(t, 4) 
+ b21(t)0(7, 4) p(t, A) + b22(t)0(7, 1)0(t, 1), 


其 中 ， 
bi1(t) = 0(7, 4) (a139(7, 入) + a140(7, 入 )) d7, 
ma) =— /pln (orspln N+ orblr N) an 
要 下 [ ~ ed ea 
和 的 = 一人 pln) oosplr N+ aaa0(r, N) dr, 
“ya | ee ~ pz, 1)0(t, 1), . : 
则 
vw) = /Klett 
其 中 ， 


ye 
(8) K € £2 (0,00) x [0,00)) 
注意 到 
pa = | /olr,p) (aaplr N+ entr N) dr 
< lassl eC NOC ON + losal oC IOC WN, 
.bia(OF < loss eC DIC N+ lsal eC AOC A) 


都 是 t 的 有 界 函 数 , 所 以 Ki e ZL2([0,co) x [0,o0)). 而 
{fra anat < ff lettindoten) -we mo lardt 
0 0 0 0 
2 2 
<2 [ | (p(t ozs WP + lp(e ol Ol ) dzdt 
=4lv ,nl Nec, wl, 


故 得 Ke L? ([0, co) x [0, 00)), 定理 证 毕 . 
推论 3.10.1 全 有 纯 点 谱 , o(T) = {|A(n) = 0}, 特征 值 没 有 有 限 聚 点 . 
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证 明 ”因为 A(n) 是 的 整 函数 , 所 以 特征 值 没 有 有 限 聚 点 . 
推论 3.10.2 T 的 规范 化 特征 函数 组 成 了 Z2[0, co) 的 规范 正 交 基 . 
证 明 ”如 果 ye p(T)NnRB, 则 I 一 T 是 自 伴 的 . 对 任何 wv eK?[0,oo), 存在 
f,g & 9(T), 使 得 
(pI—T)f=u, (pyI—T)g= 
因此 
(R(L, Tw v) = (6 (LT 3 T)g) 一 ((u1 | 1 9) (u, R(y, T)v) ) 
这 表明 R(T) 是 紧 自 伴 算 子 . 此 外 ， 
A 是 工 的 特征 值 , 相应 的 规范 化 特征 函数 是 pn (zx) 
以 一 Mm 是 pwI 一 7 的 特征 值 , 相应 的 规范 化 特征 函数 是 pn(7) 
今 (UT 一 7)y = 一 》Xn)y 有 非 零 解 wm， lpn|| =1 
兮 R(L, T)y 一 = 本 有 非 零 解 Pn) pnll = 三 守 


全 元 元 是 R(T) 的 特征 值 ， 相应 的 规范 化 特征 函数 是 4 pn(z). 

由 于 0 不 是 RC,T) 的 特征 值 , 所 以 {prjn = 1,2,…} 组 成 了 2[0, oo0) 的 规范 
正 交 基 . 

推论 3.10.3” 设 oT) = {Axln = 12… 小 与 Mm 对 应 的 规范 化 特征 函数 记 为 
pn: 念 


Pf = 和 (f, Pn) pn f € L?[0, %), 一 co < 入 < co， 
入 入 和 nm 


则 {| 一 00 < 入 <o0} 是 了 的 谱 族 . 
证 明 ”主要 是 证 明 


rf= /MPF= mpn)en, f e907) 
设 了 e929BT), iu=(p = TF, 那么 
(pI—T)f=u= 2 (upn)y = pT —T)f, pn)pn 


Nn 


=A》 (fpn)pn — D>( (Tf, pn)pn = 12 J pn)P "> Mn(f, Pn)pn 


由 于 /= 》 (fpn)pny 故 Tf = 》 Xn (fypn)pn 
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3.11 两 端 均 为 奇异 的 情形 
考虑 (一 00, co) 上 定义 的 微分 算式 
M= -DpD+qg, 7€(-—00,00), 


这 里 p > 0, p'€ AOCioc( 一 00, 00), ge Lioc( 一 00,00) 且 为 实 值 函数 . y(zx,z) 表示 微分 
方程 My = zy 的 解 , 由 于 p,g 是 实 值 的 , 所 以 当 z 为 实数 时 , 可 以 要 求 y(z,z) 也 
是 实 的 . 设 p 和 0 分 别 是 微分 方程 My = zy 满足 Cauchy 条 件 


| wp'(0;2) =:sino, | 0(0,2) = 08@, 


0O0<a< 
D(0)P' (0,z) = — cosa, p(0)0’(0, z) = sin a, 


的 解 , 显然 p 和 9 是 > 的 整 函 数 , 线性 无 关 . 


p(T)W(y,0)(7) = p(0)W (yp, 0)(0) = 1, 
即 
[e,9] (z) = 1. 
首先 讨论 To(M) 的 亏 指数 . 设 (-o0,0] 和 [0, co) 上 的 Weyl 解 分 别 是 
-zz) = pz,z) + M-(z)0(z, z), 
V+(z, 2) = p(T, z) + M+ (z)0(z, z). 
引 理 3.11.1 设 Imz 关 0, 则 


Im (M+(z) — M-(z)) 
Imz 


0 Co 
wapPart 三 mcapPaz= 
一 Co 0 
证 明 设 a<0, 以 
WalT, z) = p(2,z) + malz)0(7, z) 
表示 微分 方程 My = zy 的 解 , 它 在 零点 满足 边 条 件 
cos ay(0) + sin ap(0)y (0) = ma(z), 


而 在 a 点 满足 与 z 无 关 的 边 条 件 


cosBy(a) +sinBp(a)y(a)=0, 0<PB<. 


从 这 里 可 得 


cos Bp(a,z) + sinBp(a) yp'(a,z) + malz) (cos BO(a, z) + sin Bp (a) 0'(a, z)) = 0, 


cosByp(a,z) + sin Bp(a)y’ (a, 2) 

cos BO(a, 2) + sin Bp(a)0'(a, z) 

这 就 是 [a,0] 的 Weyl 函数 , 而 wa(z,z) 是 [a,0] 的 Weyl 解 . 因为 a 点 边 条 件 与 z 
无 关 , 所 以 由 


malz) = 


{ cos Byala, 2) + sin Bp(a)W,(a, z) = 0, 
cos Bwa (a,2) + sinBp(a) Wh (a,2)=0 
得 

[wel 2), B07 (0 = 0 
这 样 由 Green 公式 便 得 


0 
(z 一 2 上 ua(z; z)Wa(z; 2 )dqz 


一 (walz, 2 ) Myaly, 2)] 一 (zz)MwWa(z,z)) dz 
= [wal 0), Wt] = [pal 2), Bats | 0) 
= [pC + mal2)0( 2), P27) Fma I OC | (0) 


=ma(z) [0(,2), 5 27] (0) + ma (2) [pC,2),30, 2) (0) 


=ma (2 ) — ma(z). 


取 一 个 数列 {anj, 使 得 lim an = -co 且 
lim man(z) = M-(2), 
则 当 Imz 关 0, Imz' 冯 0 时 可 得 
i 上 oe a a a tak 


令 z'= 二 z 便 有 g 
; i 


Imz 


同样 , 设 > 0, 以 
如 (zz) = p(T,z) 十 7m05(z)g(z; z) 
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表示 微分 方程 My = zy 满足 边 条 件 
cos ay(0) + sin ap(0)y (0) = mo(z), 


cosyy(b) + sin yp(b)y (8) = 0 


的 解 , 其 中 ， 
_ Cos yp(b, z)+ sin yp(b)y’(b, z) 
cosy0(b, z) + sin yp(2)0’'(b, z) 
是 [0,9] 的 Weyl 函数 , 而 如 (z,z) 是 [0,9] 的 Weyl 解 . 由 于 b 点 的 边 条 件 与 z 无 
关 , 所 以 


me(z) = 


[wol., 2)， wel z’)](2) = 


由 Green 公式 ， 
b 
人 二 四 加 (7 z)Wo(zz)dz 
0 


b 
= y (bolz, 2 ) Myo, 2) — Yo(z, 2) Mo lz 2))dz 
=[wo(., 2), po(*, 2)]6 = —[w(:, 2), pel, 2")](0) 
— [p(,2) + mo(z)0(:,z), (2’) + me(z’)0(., 2 )](0) 
a mo(z)[0(., 2) yp(., z')](0) 到 ms(z’)[p(., 加 ， 0(， 2)](0) 


一 700(Zz) 一 mg(z"). 


取 一 数列 {5,,}, 使 得 im bi e089 上 E 


im ms, (2) = M4(z), 
则 当 Imz 关 0, Imz/' 关 0 时 ， 
(z—2) / 人 


令 z'=z 便 有 有 
让 [w+ (x, 2) z= te), 
故 . Es 
人 lp _(z; 2 dz+ lw (x, 2) di = 二 M-_(2)) 


引 理 3.11.2 设 Imz 关 0, 则 w(x,z) 和 w(x,z) 为 My = zy 的 线性 无 关 解 . 
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证 阴 
[w-, w+](0) = [p(:, 2) M-_(z)0(:, z), p(:, 2) 让 M+(z)0(:, z)](0) 
= M-_(z)[0(,z), p(-, 2)](0) + M+ (z)[p(:, 2), 0(:, 2)](0) 
= Mi(z) — M-_(z). 
因为 
0 oOe 
m z)— M_(z)) = Imz _(z,z)| dz x,z)| dz 
aM) MD) = Im (fwdPar+ { wr od ds) #0, 
所 以 
[w-, w+](0) #0, 
从 而 i 
W(y_ ,w+)(0) SS A ad) zx 0， 


) 
四 (zz) 与 轨 _(z,z) 线性 无 关 . 
设 M 在 一 o0(o0) 处 的 亏 指数 为 (n_,n_)(n4,n4), 由 Weyl 的 分 类 定理 , n_,n- = 
1 或 2, 可 能 出 现 4 种 情况 ( 表 3.1). 


表 3.1 
= 
I II III IV 
一 oo 多 2 1 1 
oo 下 2 1 


定理 3.11.1 (Kodaira 公式 ) 设 Imz 大 0, 则 My= zy 属于 2( 一 00, oo) 的 解 
的 个 数 为 Nn =n 二 nt 一 2. 
证 明 ”情形 I My = zy 的 任何 解 均 平方 可 积 , 所 以 n= 2. 


2 三 2 所 2 三 全 


情形 I My = zy 属于 L2( 一 00,o0) 的 解 一 定 是 (zx,z) 的 倍数 , 因为 8EZ (一 co, 
所 以 若 有 非 零 的 cip + cag e (一 00,o0), 则 c1 关 0. 于 是 


Op 十 cag € L2(—o00, 00)) 
那么 cs = Mj(z), 否则 将 有 0 e L?( 一 00, 00), 矛盾 ! 这 样 便 得 n= 1， 
1 一 2 十 1 一 2. 


情形 III 与 情形 工 相同. 
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情形 IV 这 时 n = 0, 即 方程 无 平方 可 积 解 . 若 不 然 , 则 有 一 解 y(z) 同时 在 
y(z) 加 | Ci (2); TE (—o00, 0], 
c2W+ (7, 2)， TE [0, co)， 
于 是 多 与 办: 线性 相关 , 与 引 理 3.11.2 矛盾 ! 故 0=1+1-2. 
推论 3.11.1 TH(M) 的 亏 指数 分 别 如 表 3.2 所 示 . 


表 3.2 
情形 I 情形 II 或 情形 III 情形 IV 
(2.2) (1, 1) (0, 0) 


下 面 考虑 To(M) 的 自 伴 延 拓 , 根据 推论 3.11.1, To(MM) 的 自 伴 延 拓 是 9(Ti(M)) 
在 所 加 边 条 件 下 的 限制 , 边 条 件 的 个 数 如 表 3.3 所 示 . 


表 3.3 


情形 I 情形 II 情形 III 情形 IV 
2 L 0 


对 于 情形 IV, To(M) 本 身 就 是 自 伴 算 子 . 对 于 情形 I 或 情形 IIL 假设 -co 处 
为 极限 点 而 oo 处 为 极限 圆 . 这 时 


w+ (zx,2),0(7z,z) € L2[0, oo). 


设 0<a<b, 可 以 造 一 个 Ce。 函数 a(z), 如 图 3.11 所 示 . 


b—a 


取 6 < 


A 
es p(62 — (7 —0b)°) 
(Cm 
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由 于 分 母 从 不 为 零 , & e Ce (及 ). 而 


0， |z > b| 之 
a(z) = 6 


1 一 中 < 二 ， 
[zl < 


修改 &, 使 得 > > b+ 5 时, 函数 值 都 取 1, 则 得 所 要 的 Cee 函数 wz) 如 图 3.12 所 
示 


6 
了 


0 a D 一 6 0 一 


图 3.12 
取 PE 
WW= ws = 00; 
则 wv € 9(T (M)). 
(1) wu ¢ 2Z(To(M)). 
因为 


(5) = uM = Fas (00) = [pr, (00) = [p+ M0, (00) 
= lim [y,0](z) = lim p(z)W(yp,0)(z) =1#0. 
这 样 u 模 9(To(M)) 线性 无 关 . 
(2) (u,v) = lu, Ws = [w+, w+](00) = 0. 
(3) D= {fe 2(TI(M))|(f,v) =0} 是 To(M) 的 自 伴 延 拓 的 定义 域 . 
(f,u) =0S [fy = 0 1f, vy+(%)=0, 
所 以 
D= {fe 2(TI(M)) If, w+]l(%) = 0}, 
其 中 , w(x,z) = p(z,z) 十 M4(z, 仙 oo(z0))9(z,z), Imzo 关 0， 这 种 自 伴 延 拓 称 为 
To(M) 的 Weyl-Titchmarsh 自 伴 延 拓 . 
对 情形 工 取 wz 如 图 3.13 所 示 ， 
则 vw,v € 2Z(T(M)). 
(1) u,v 模 9(To(M)) 线性 无 关 . 
因为 Pp,0 三 2(Ti(M)), 而 
(u, 0) > [wg 二 [由 (co) 3 lim [w+, 0](z) 
= lim p(x)W(y,0)(7) = 1#0, 
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DD) = [DS = -队列 (-oo) = — ,lim, Iw-,(2) 
= —M- (2) lim, p(s)W(0, 9)(®) = M-_(z) #0, 


(u,B) (u,0) 
(v,B) (rv,0) 
所 以 u,v 模 9(To(M)) 线性 无 关 . 


= M+(z) — M-(z) #0, 


—M+4(z) 业 
M_(z) 一 1 


图 3.13 
(2) 
Wo = [w+, p+](00) = 0， 
(v5) = —[W-,»-](—0%) = 0, 
(u,v) = [u, ”=0. 


(3) D= {f € 9(TI(M)) |(f,v) = (f,v)=0} 是 To(M) 的 自 伴 延 拓 的 定义 域 . 
可 是 
(f,%) = 0 [f,w+](%) = 0， (f,v) =0$ [fy-](-%) =0, 
故 
D= {fe 2(Ti(M)) If, y+](%) = 0= [f,y-](-0%)}, 

其 中 ， 

y+(z, z) = p(x, Z) 妾 M+(z, Moo(z0))0(7, 2), 

Vy-(z, z) 3 p(T, z) 下 M-_(z%, ho0(20))0(7, 2)， 


这 种 自 伴 延 拓也 称 为 To(M) 的 Weyl-Titchmarsh 自 伴 延 拓 . To(M) 的 一 般 的 自 伴 
延 拓 的 形式 见 文献 [7]. 接 下 来 讨论 特征 展开 与 谱 分 解 . 
设 yp, 9 是 微分 方程 满足 下 述 Cauchy 条 件 的 解 : 


| wp{0.2) SE 1 | Q(0,2) =0 
D(0)2 (0， 2) = 0， D(0)0 (0， 2) =1, 


Imzo A 0. 
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则 2, 0 线性 无 关 且 由 Liouville 公式 得 
p(z)W(p,0)(z) =1. 
记 A = [a,0], 设 0e (a,b), Ma = Ml|4, 考虑 To(MA) 的 自 伴 延 拓 Ta 


on 
cosyy(b) + sinyp(b)y'(b) = 0 


2(Ta) = € 9(Ti (Ma)) 
这 里 8,y e [0,7). 设 Tha 的 特征 值 是 {Xa 1n = 1,2,…}, 与 和 Man 对 应 的 规范 化 特 
征 函 数 是 ha, 则 


han = TAn19(7, 和 An) 十 7rAn20(Z， > 


因为 han, p 和 6 都 是 实 的 , 所 以 raniranz 可 以 取 成 实 的 . 由 Parseval 等 式 , 对 
任意 的 fe Z2(4), 有 


人 |j(z)l2dz > a f(z)han(T)dz : 


ZJ(raAnlip(Z,AAn) + TAn20(7, 和 An))dz 


2 


lng 


i 


n= 二 1 


g TL, AAn ni | f(z)p(z, Nan)d 
+ram | yo)ble ha idz】 (ra : | Fee Xan)de 
十 TAn2 Re an)de ) 
= 》 (ran19A1(NAn)gA1(NAn) 十 TAn1g9A1( 和 NAn)TAn29A2(NAn) 


1 
二 ranlgAi(AAn)jran2ga2(XAn) 十 rAnagA2( 和 An)gA2( 和 An))， 


其 中 ， 
es te a yayat. Nd, 


这 样 : 
f woras= {lg apan(e) + goaat apan 
ps | 一 Co 


+BAIOJgaz(M)dpalz(A) +|gaz(A)| dpa22(N). 
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这 里 pajx 都 是 (00, co) 上 的 阶梯 函数 , 其 间断 点 为 An, 跃 度 是 


PAjk(NAn + 0) — pA 和 K(Aan 一 0) = 六 
{mm| 和 Am 一 和 An 


(Xan 可 以 是 若干 重 数 的 /). 
注 pe ( OA11 PA12 | 产生 一 个 测度 ， 


OA21 PA22 
92 


2 EN re dpA11 dpA12 91 
loP=-eoo= 万 mm ( Yo 人 | 避 < 
o 是 等 距 线性 算 子 ! 其 中 ， 


pela) = ( | e LY(pa), 
9A2 


gA1(A) = a f(z)P(z, Mdr, ga2(N) = f(x)0(z, Ndz. 
这 样 得 到 的 矩阵 
时 ( pA1ll1 PA12 | 
PAS 
pA21 PA22 
称 为 Ta 的 谱 矩 阵 . 可 以 利用 下 面 的 条 件 将 pa 标准 化 


pA(0)= 0, pa(a+0)= pA(N). 


谱 矩 阵 pa 有 下 列 性 质 : 

(1) pa 是 Hermite 矩阵 (实际 上 它 是 对 称 和 矩阵 , 因为 pa21 = PA12); 

(2) 在 任何 有 限 区 间 上 , pajx 都 是 有 界 变 差 的 ( 即 局 部 有 界 变 差 , 因为 pj 是 
阶梯 函数 ); 

(3) 如 果 5= (pj, p<v, 则 pa(6) = pa(z) 一 pa(n) 是 非 负 定 的 . 


pA(6) = (pAjk (Z) 一 PAjk(W))1<jk<2 


二 | > TAmj ran) 
OA 1<j,k<2 
3 2 bp 
TA TAm1TAm2 


(可 (岂可 


by 》 
> TAm1TAm?2 》 7Am2 


(pu] (上 可 
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因为 
> ravid 之 0， 
(p,0] 
2 
by ea < > Am > r2 m2 
(可 (pv] (pv] 


所 以 pa(6) 是 非 负 定 的 . 
以 上 是 有 限 区 间 上 特征 展开 的 新 的 表述 . 要 利用 这 种 形式 取 极 限 , 让 A 一 


(一 00, co), 来 得 到 (一 00, co) 情形 下 的 特征 展开 . 为 了 能 得 到 谱 矩 阵 二 
仿照 3.7 节 的 证 明 , 需要 得 到 类 似 于 Levinson 引 理 的 结论 , 将 pa 与 有 限 区 间 上 的 


Weyl 函数 联系 起 来 (CE po 让 = | 
记 Wai(z,z) = p(7,z) 十 i z), 它 是 微分 方程 My = zy, Imz 关 0 满足 a 
点 与 z 无 关 的 边 条 件 


cosByi(a) +sinBp(a)yi(a)=0, 0gPB< 


(yi(a) = sinB,p(a)yi(a) = cosB, 与 z 无 关 !) 的 解 , 显然 
cosByp(a, 2) + sin Bp(a)y’ (a, z) 
cos BO(a, z) + sin Bp(a)0’(a, z) 
_ cotBy(a,z) +p(a)p' (a, 2) Ss 
~ cotB0(a,z) + p(a)’'(a, z) < Ca, [go =0. 
类 似 地 , yz(z,z) = p(z,z) 十 mo(z)0(z,z) 是 微分 方程 My = zy, Imz 关 0 满足 b 点 
与 z 无 关 的 边 条 件 


ma(z) 三 一 


cosyy2(b) + sinyp(b)y2(b) =0, 0<Y<n 
(ya(b) = siny,p(b)W(b) = 一 cos, 与 z 无 关 !) 的 解 ， 
_ cosyp(b, 2) + sinyp(b)p (b, z) 
cosy0(b, z) + sinyp(b)0’(b, z) 
cotyp(b, z) + p(b)p’(b, 2) 


coty0(b,z) + p(b)O'(a, z) € Cb, [y2,y2](b) =0. 


由 于 Imz 大 0, z 不 是 Ta 的 特征 值 , 所 以 yi, vy 线性 无 关 . 于 是 ms(z) 关 ma(z). 考 
虑 边 值 问题 


mp(z) = 


zy— My=}, fe L(A), 
l1(y) = cos By(a) + sin Bp(a)y'(a) = 0, 
l2(y) cosyy(b) + sinyp(b)y’(b) =0 
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的 解 , 由 于 z e p(T4), 所 以 对 任意 的 fe L2(A), 这 个 问题 的 解 存 在 且 唯 一 . 设 yo 
是 非 齐 次 微分 方程 Cauchy 问题 


| zy— My=/, 
y(0)=y(0)=0 


的 解 , 则 
2 = C1Yi + c2Y2 + Yo. 


先 用 常数 变易 法 求 出 yo, 然后 再 来 确定 常数 ct, cz. 设 


yo = Ayi + Bys, 


则 
= Ay+Bys, A'y+B'y=0, 
(py0) = A(pyi) + B(py2) + A'py’ + B'pys. 
于 是 
f = zyo — Myo = zyo + (py0) — qyo 
=z(Ayi+ By2)+ A(pyi) + B(py2) + A'pyi + B’pys — q(Ayi + By2) 
= A'pyi + B'pys. 
这 样 得 到 方程 组 
A’yi+ B'y2 = 0, 
Apyi + Bpys = 
解 得 
0 vy 
六 
p(y1ys — yiYy2) w(z) 
y1 0 
Do f sh fu 


B’'= 
p(y1y2 — Yiy2) ww(z) 


(由 Liouville 公式 得 p(z)W (yi1,y2)(z) = const 关 0, 所 以 


Pp(0,z)+ma(z)0(0,z2) wp(0,z)+mo(z)0(0,z) 
Pp'(0,2)+ma(z)0(0,z2) yp'(0,z)+me(z)0"(0,z) 


= m6(z) — mal(z) = w(2)). 


const = p(0)W (yi, y2)(0) = p(0) 
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因此 
i-[ /Ors 
B= nd 
0 w(z) 
而 


yo = Ayi + Byz + 大 2 (—yi(z2)y2(t) + yi(t)y2(7)) dt. 
由 条 件 yo(0) = %%(0) = 0 得 


| Ayi(0) + By2(0) = 0， 
Ay(0) + Bys(0) = 0. 


由 于 wy,wy 线性 无 关 , 故 4A = B=0. 所 以 
w= [A tm) -noe 
下 面 来 定常 数 ocx 


0=1(y) = ci(yi) + cali(y2) + li(yo) = coli(y2) + U1(yo), 
0= 12(y) = cil2(y1) 十 12(%0). 


可 是 
一 co a in Bp(a)ys (a) = rp y2(0) 
li(y2) = cos By2(a) + sin Bp(a)y2(a) ee sleet 
no) (0) Se, 
| dy eae | et Oe ee 
同样 ， 
l2(y1) = cos yyi(b) + sin yp(b)y(b) 三 POCO y2)(b) = w(2). 
因此 从 


0 =czw(z) 十 eosp 2 


(yi(t)y2(a) — yi(a)y2(t))dt 


pte) /于 这 9 OOPAO AO NO 
一 co2w(2z) 村 [ 


二 ) at 


. (4) (cos Bya(o) + sin Bp(a)ys (a) 


a 0 
= 由 二 由 f(t)y (dat = eaw(z) — ) f(D (tat 
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0= ciw(z = f(t)y2(t)dt, 


可 以 解 得 
cl = a f(t)y2(t)dt 
0 
f swat 
这 样 便 得 出 
y | 十 C2y2 十 ‘Vo 
ah oe rT)y2(t J /i yi(t)y2 (zx 
a jw/ f(t) (yi(t)ya(z) — yn (a)ya(t)) dt 
2 f(y (tya(w)dtt 与 人 ONC NEL 
时 GF 
其 中 ， 
(ya(7) ，<， 
WS 
GA( = 
ryt) ，、， 
we 
称 为 A 上 边 值 问题 
ema 
u(y) = (y=0 
的 Green 函数 . 实际 上 , 它 是 豫 解 算 子 (zT 一 Ta)-1,Imz 关 0 的 积分 核 . 
y1(0)y2(7) DE 
mo(z) — ma(z)’ 2 
GA(7,0,z) = 
yi1(z)y2(0) Re 
mo(z) — ma(z)’ 
V2(Z) 
_ | me-me > 
yi (7) 划 过 他 


ms(z) — ma(z)’ 


可 是 由 Green 公式 , 一 方面 


227 ， 
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/weaeoa Seoaaz- | GA(zZ;0,z) .MGA(zZ0z)dz 
A A 

Ce DD 2 

=(z 3) {IGale,0,)| dz 2imz | lcaG 0 dx, 
另 一 方面 它 又 等 于 中 


一 
[Ga(., 0,z), GA(:, 0, z)]s = |me(z) — ma(z)| 
LD 


= po mp yat0) + ly gd(0)), 


([yi, vi] + [yz, y2]8) 


而 
[y2; y2](0) =[p + mo(2)0, p + me(z)0](0) = me(z)[0, p](0) + mo(z)[p, 01(0) 
=— mo(z)[p, O](0) + molz) [sp, O01(0), 
=ms(z) — mo(z) = —2iImm(z), 
[yi, y1](0) =—2iImma(z), 
于 是 


lL 
Jieaeaapa -了 Catmal (pr) 
A 


Imz|mg(z) — ma(z)| Imz 


由 Parseval 等 式 ， 
/ [Galz,0, z)| dw > 
A n=1 


-=> Gaeta Tatar 
看 右边 的 和 数 (ha 是 实 的 !) 
/ WO et ha td = ) Ca bt Be 
2 A 
即 


(z 一 和 An) 人 Gal(z,0,z)han(z)dz = [GAa(-, 0, 2), han]e 


2 


下 GA(zx,0,z)han(T)dz 
A 


二 ([yz; han]d + [yi, han]e) . 


@ 注意 : ya 是 复 的 , ya 与 三 不 一 定 相关 , W (y2, 更) 要 计算 ! yi 在 a, yz 在 b 的 初 值 与 z 无 关 ! 是 
实 的 , 所 以 
[yi,yi](a) = [yz,yz](b) = 0. 
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由 于 han 是 实 的 且 满足 a 和 点 边 条 件 , 故 


上 式 = (hand(0) ~ lyo, hn)(0)) 
= ([yi — yz2, han](0)) 
区 二 [ma(z) 一 ma(z)) 0(, 2),ranlp(,Aan) + 7An20(., AAn)] (0) 
= 一 7Ani [6(,z),p(, 入 4n)] (0)( 在 0 点 9 满足 的 初 值 与 z 无 关 !) = rani. 
手 是 
丰 GAa(x,0,z)han(x)dz = es 
1 
oo 2 Im (二 
TAn a —mb(z) 十 malz) 
2 必 一 3 
记 
1 
Nan 
则 有 有 a 
mMA 儿 
ee 
类 似 地 , 得 出 其 余 3 个 等 式 
(0)ys(7) >0 
NY et 本 
和 (zs)%(0) ,0 
w(z) ” 
Mma(2)y2(7) 
| pO) ma) “> 
mop(z)y1(7) 
pO) mlz) mata) “< 
由 广义 的 Parseval 等 式 ， 


0 oo0 
/caecoa5caeo0adz = Galz,0,z2)han(z)dz 


O 
: 人 元 24 (1,0,2)han(z)dz, 
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根据 Green 公式 , 由 
MGA(Z,0,z) 0 一 人 GA(z,0,z) 着 才 Ga 0 a 
遇 at Ht 
二 (多 -| GA(x, 0,z): te 
风 ot 
-2imz / GA(z,0,z) a 
区 ot 
而 (分 别 在 [a,0] 和 [0,8] 上 用 Green 公式 ) 
9 b 
[GaG0,), Gal0, 中 


-|caco cacoa + + |Gaco 本 就 Ga00 0 


0 


a me(z) i mol a 
PO rol) — mat MO) po) pale) — meta 全 
= 本 > 二 二 Cj ( 2ims(z)Imma(z) 十 2imalz)hmms(2)) 1 
故 
党 ps —me(z)Imma(z) + ma(z)Immo(z) 
[Gato0 noal ,0, z)d 0 
ml) + ma(z) 
1 me 十 ma 人 
p(0) Imz : 
因为 
| GA(z,0,z)PaAn(Z)dz 一 
A 之 A 
另外 从 
b 
(MCse,0,2). han— .Gato, 0 0) Mhan ) dz = [Gos0, 0), ho . 
a 
即 
(z 一 | ot AnlT)az = pr A an| ， 
Se 0 
~ p(0) (mo(z) 区 ma(z)) [yi, harls 


malz) 


b 
p(0) (ms(z) — ma(z)) [yz, hanlo: 
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因为 六 满足。 和 。 点 的 边 条 件 
mo(z) 了 malz) 
gj 


[e(， z) 十 mal(z)0(., Ss TAn1p(., 和 Am) 


十 ranag( ,和 anlO) — ry rm 7 re pA 


十 mo(z)0(., 学 访 FAn12( Nan) 二 TAn20(., 和 An)](0) 
_ Mo(2) (TAn2 一 ma(z)ranl) Ta(z) (raAn2 一 mb(z)ranl) 


p(0) (mo(z) — ma(z)) p(0) (me(z) — ma(z)) 
TAn2 
~ p(0) 
于 是 
O TAn2 1 
小 元 Sa(z,0， 动 刀 (人 dz 三 ph 了 0 
这 样 便 得 
1 / mo(z)+ ma(lz) 
J > TAn1TAn2 二 Ee (2 0 
p02 y= Nm) D0) Imz 
记 
村 mo(z) 十 malz) 
Mn 人 
则 有 
= 1 tna 
十 一 一 qd04Al2(A) = 人 
同样 ， 


ie ImAMAlz(z) ImM A21(z) 
二 == 寺 地 邓 NA 
人 傍 sa pa21(N) = Imz Imz 


MA12(z2) = MAa21(z), 


@ 0 二 0 
[er bh AT;0, 2)han(z)dz 


O 
， 人 元 04 (z;0;2)han(T)ds, 
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9 9 
| MGA(Y,0, 2) ， 元 CAT’0, z)dz S= 由 京 Ca(z,0,2) MGA(T,0,2)dz 


t 
b 
[eal ;0, 2)， Gal :0 a 
Imo(z)| | 
~ p2(0) Ims(z) mal(z)| (yi, vy1](0) p2(0) ms(z) ma(z)| [yz, vy2](0) 
“200) i a (- Ims(z)|* Imma(z) 十 Ima(z)| Imms(z) ) 
所 以 
a 1 /mo(z) Imma(z) + |ma(z)|:Immo(z) 
bl GA(z, 0, z) ce p2(0 ( Imz|me(z) — ma(z)|? ) 
__ Ma(z)me(z) _ 
Ln (Cs | 
D2(0) Imz : 
(2)mo(z) 
ma(zZ)mop(z 
> A 1 0 (= 2 
Pt > a Imz 
el _ ImMAaz2 
a | 下 9 Tmz 
> (z)me(z) 
mm mb 
Mem) = ro(2) mal@) 
总 结 以 上 讨论 , 有 
引 理 3.11.3” 设 Imz 关 0, 则 
人 0) = i a B= 12 
其 中 ， 
1 
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MAa1i2(z) = Maz1(z) = > (2 ) 


Mo(2)malz) 
二 ma 人 


引 理 3.11.4 (推广 的 Helly 选择 定理 ) ” 设 {cn(A)} 是 (-o00, oo) 上 的 局 部 有 

界 变 差 函数 序列 , 如 果 存 在 正 函数 F(A), 使 得 
lon(N)| < F(A), Me (~o0,00),n = 1,2,... 
且 
(三 Yon 贡生 让 

则 存在 点 点 收敛 的 子 序列 {cw (和 )}, 极限 函数 o(A) 也 是 局 部 有 界 变 差 的 . 

证 明 令 

Vn(N) = An(N) 一 cn( 和 )， 
则 由 那 汤 松 《 实 变 函 数论 》Chap.8 83 定理 6, rm(》) 与 办 (A) 都 是 单调 增加 的 函数 . 
an(A) = Tm(A) — Ln(N), 
I (N| < FN), 
lun(N)| < 2F(N), 
利用 Helly 定理 , 存在 子 序列 {zn (和 )} 和 {vw (和 )}, 使 得 
7(N = lim rn (N), 
z(A) = im vn (N) 
且 r(A),z(A) 都 是 非 降 的 . 于 是 
im ank(A) = r(A) 一 v(A) = 0(%). 

由 那 汤 松 《 实 变 函 数论 》Chap.8 83 定理 1 与 定理 3, c(A) 是 局 部 有 界 变 差 函数 . 

定理 3.11.2 ”如 果 M 属于 情形 IV( 即 -oo 和 oo 都 是 极限 点 ) , 记 

slim mal2) = M-(z), lim me(z) = M+(2), 
ee MAajk(z) = Mjxr(z), j,k = 1,2, 


1 
Mi (2) + Mz) 
1/ M(z)+ M-_(z) 
Mi2(z) = M21(z) = 2 (2 区 
_ Mi(z)M_(z) 
Meal = a 


M11(z) 


2 
则 存在 唯一 的 实 对 称 谱 矩阵 
A p11(N) | 
人 [3 p22(N) 


满足 (1) 4A = (和 ,4], p(4) 是 非 负 定 的 ; 
(2) Pik 局 部 有 界 变 差 ; 
(3) 在 pj 的 连续 点 A, j， 


Pe (AiR(U) — PAik(N) = pik (1K) — pjk(N) 
且 有 eh 
pik (1) 一 Pik(A) = im ImM’jx(e + i6)de. 
证 明 


[ lyi(z, z)|? dz = a (因为 ma(z) € Coa)， 


[ lya(z, 2)| dz = Be , (因为 ms(z) < Co)， 


所 以 Imma(z) 与 Imms(z) 反 号 , 即 be : 与 mp(z) 在 不 同 的 两 个 半 平 面 上 , 在 实 
轴 的 两 侧 . 取 z =i 
mali) € C1(i), a < 一 1 


mo(i) € C1(i), b>1, 
C1(i) 与 C1(i) 有 正 距 离 d. 故 
Ims() — mal)|24d>0,， a<-1,b>1. 
当 a < 一 1,b> 1 时, ma(i) 关于 oa mo(i) 关于 上 有 界 , 故 Mani(i), MAa12(i), Ma22(i) 
关于 a < -1,b > 1 是 有 界 的 . 这 样 , 当 a < -1,b> 1 时, 有 
;让 Tap)| = | Imi 


| (De aN| = 
= = |ImMaAajr(i yl A 


对 任何 wv >0, 当 j=k=1 或 j=k=2 时 ,因为 pa11( 和 ) 与 pazz(A) 非 降 , 有 


入 KK, 
[ [doa() apn( ) 


下 
1 十 v2 


ImMAajk (1) 


# L 
人 dpAiK(A) = 人 一 -一 DAjz(Z) < K, 
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,8 
所 以 
PAajk(V) < 天 (1 十 z). 
同样 地 
0 
a TPR(N) < Ws 
L 0 1 
a/ dpAjk(A) = -Tk( 0) < 
所 以 


图 3.14 


lpajk( 一 2)| < KK(1 十 局 ) pajk( 一 v) 是 负 的 ! 
当 j 关 时 , pajx( 和 ) 是 阶梯 函数 , 但 不 一 定单 调 , 在 入 > 0 时 ， 


lpa12( 和 A)| = 


> TAn1TAn2 


0<AaAn < 和 


< > [rani| |ran2| 


0<Aan<A 和 


1 
< 2 (ra 中 5 
0<A 和 An 所 入 


(pAll + pA22) < K(1+ XA). 
当 入 < 0 时 也 一 样 , 所 以 


lpa12(N)| ,loazi(A)| < 天 (1 二 入)， 
这 样 由 引 理 3.11.4, 存在 收敛 的 子 列 , 使 得 极限 
im PAr11(N) = PH(A)， 


lim pakl2( 和 A) = lim pa21(N) = p12(N) = p21(N), lim Ax = (一 oo,oo)， 
天 一 oo 天 一 oo 大 一 oo 
im PaAk22(A) = p22(N) 
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存在 , 即 
Lim Pas = 1. 
显然 p 也 具有 pA 所 具有 的 那 3 条 性 质 . 

剩 下 来 证 明 Titchmarsh 型 公式 . 当 j = 时 , pa11( 和 ), pazz(A) 是 非 降 的 . 其 证 
明 与 3.7 节 里 的 一 样 . 对 7 关 , 需要 引用 下 述 定理 (cf. 那 汤 松 《 实 变 函数 论 》Chap.8 
定理 3.7.3): 

设 (1) {pn( 和 )} 是 [ww 上 的 有 界 变 差 函数 序列 ， lim pn(A) = p(N); 

(0) Von < EK; 

(3) pe Cla, ob], 

则 
b b 
,im . p(Ndpn(N) = 1 yp(A)dp(N). 
至 于 Titchmarsh 型 公式 的 证 明 则 与 3.7 节 的 相同 . 

同样 地 , 可 得 M 属于 情形 I~ 情形 III 的 定理 . 例如 ， 

定理 3.11.3 “如果 M 属于 情形 I Imzo 尖 0, 取 亢 --o(zo) E C_。(zo), 交 =(zo) E 
Cs(zo),，M_(z, 间 -ww(z)) 和 Mi (z, 仙 vo(z0)) 是 对 应 的 Weyl 函数 , 则 

下 
—Mi(z, Moo(20)) 十 M (2 而 -oo(z0)) 


EMM 
Ms) M: 国 = 下 (和 二 全 让 


Mi1(z) 一 


是 全 平面 的 半 纯 函数 , 存在 实 对 称 谱 矩 阵 (依赖 于 商 _w(z0)) 讽 wo(z0) 的 选取 !) 


_ { pn(X) p12(N) 
2 ( p21(N) p22(N) ) 


(1) 4A = (X,, p(4) 非 负 定 ; 
(2) pjx 局 部 有 界 变 差 ; 
(3) 在 pjs 的 连续 点 ,人 处 , 有 


六 
ps(p) = pix(N) = im 3 | ImMin(e 二 ide 


和 祖 是 在 这 些 情形 下 , 谱 和 矩阵 并 不 唯一 , 随 着 钢 _oo(z0), 讽 wo(zo) 的 选取 不 同 而 不 
一 样 , 这 意味 着 在 二 ce 所 加 的 边 条件 不 同 , 得 到 的 To(M) 的 自 伴 延 拓 也 不 同 . 根据 
定理 3.7.3, 利用 Titchmarsh 公式 可 以 得 出 这 些 pj (和 ). 


3.11 两 端 均 为 奇异 的 情形 ,但 37 


设 p(A) 是 一 个 谱 和 矩阵 , 即 pj 局 部 有 界 变 差 , p(A) 非 负 定 , 令 


> ee 2 Ry 
已 | (2 ) lar he 


2 
k=1 
这 里 p(4) 非 负 定 保证 了 llg|l? > 0. 
定理 3.11.4 设 p 是 To(M) 的 Weyl-Titchmarsh 自 伴 延 拓 了 的 谱 和 矩阵 , 则 
对 任何 f € L?2( 一 00, 00), 存在 g e L2,; 使 得 


gi(Ngk (Ndpjr(N) < “| > 


1 lim 一 dc =0, 其 中 ， 

0 ,m9 geall, 
gedl 

ga= (2 ), gen= | fo) Jaz gow = | fe)ole da 
cd2 C 5 


(2) |Ifll? = llgll2 (Parseval 等 式 ); 
(3) 


于 


( 按 L2( 一 00,o00) 意义 收敛 .) 称 g 为 f 的 广义 Fourier 变换 , 记 为 六 
反 过 来 , 对 任何 g € L2， 


ny=,| 1 


d 
站 网 三 gl A Cap OE ot, Nn Caan 
+ 0(z, MN)gi(N)dp21(N) 十 0(z, 入 )g2( 入 )dpzz( 入 ) 


满足 {fcg} 是 L2( 一 00, 00) 的 Cauchy 列 , 存在 f es L2( 一 00, co), 使 得 


c 一 一 co) 


J = 9. 
证 明 略 . 其 证 明 大 致 与 3.8 节 ~3.10 节 类 似 . 
在 (-co,co) 的 情形 , 关于 特征 展开 , 谱 和 谱 分 解 ， 据 所 了 解 的 , 还 没有 一 本 
书 严 格 地 写 过 , 认为 把 这 些 东 西 严格 地 写 一 下 还 是 有 意义 的 ! 这 里 只 是 对 WeyL- 
Titchmarsh 自 伴 延 拓 而 言 , 一 般 的 自 伴 延 拓 , 还 没有 看 到 这 方面 的 结果 . 另外 , 如 何 
由 p 去 得 到 o(T), op(T), oc(T) 也 没有 经 过 仔细 的 推 裔 . 
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4.1 微分 算式 一 iD 与 2(R) 上 的 Fourier 变换 
4.1.1 自 伴 算 子 To(M) 
M=-iD, zeR, 

My=iy, y=-y, y=e”¢L(R) d+=0, 

My= -iy, y=y, y=e¢L2(R) d-=0. 
Tob(MM) 的 亏 指数 为 (0,0), 所 以 自 伴 . 
4.1.2 To(M) 的 谱 

设 入 eR, 由 于 
My= MW, -iy = 和 MW, y=iM, 


非 零 解 y = Cei XxX, C 关 0, 而 eX g 2(R), 故 To(M) 无 特征 值 , YAE R, (To(M) 一 
AT)-1! 都 存在 . 考虑 函数 


f(x) = Bie-br +ixz，B>0. 
因为 
We= /piewras = v3/ etat= 3 
= {B40? + eardz < oo, 
所 以 fe 9(To(M)). 于 是 (T0(M) -和 Df E 9((To(M) 一 AD)-1), 可 是 
(To(M) — AD)f = 2i0i re Br +ina， 
lm00) -DP =40 人 neroerdz 一 0，p 一 + 


no) = aD) M) = DF? = NF = /3 


4.1 微分 算式 -iD 与 到 (及 ) 上 的 Fourier 变换 . 239 ， 


这 说 明 (To(M) - AD)-: 是 无 界 的 , 所 以 Ae oc(To(M)). 于 是 
o(To(M)) = oc(To(M)) 二 


4.1.3 ” 预 解 算 子 


vA EC, ImA#0, ROA, TAM)) = QT -TM))-! 是 D2(R) — F(THAM)) 的 
有 界线 性 算 子 . 设 
R(X, To(M))f =y, fe Ll(B), 
(MT—ToM))y= 7, 
解 方程 
N+iy' = 
其 中 ,ye 9((To(M)), y,y & L2(R), 故 im y = 0. 这 个 齐 次 线性 微分 方程 的 解 是 


Oe 


利用 常数 变易 法 有 
C'(Z) = —ie f(z). 
当 ImA > 0 时 , eri>z 在 (oo0,0] 上 可 积 , 所 以 erixz flz) 在 (-oo,0] 上 可 积 ， 


C(z)=O—i . e f(t)dt, 


一 Do 


y = ei>z (c i etat) . 


由 于 ,lim y=0, 应 有 C = 0. 于 是 


ee 7# 汶 eX(2-t) f(t) 
ye 


2 eiN®-t) f(t)dt, ImM > 0， 


因而 


类 似 地 , 当 Im 和 < 0 时 ， 


所 以 


70 ee F(t)dt,. TImX ZO. 
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4.1.4” 谱 族 与 谱 分 解 To(M)== 上 AdE、 


利用 预 解 算 子 来 计算 谱 族 {E、| 入 e R}, 由 于 积分 区 域 是 及 , 为 了 便于 分 析 上 
的 处 理 , 先 考虑 支 集 有 限 的 函数 , 这 些 函 数 在 L?(R) 中 笛 , 利用 稠 性 不 难过 渡 到 整 
个 空间 上 . 

设 六 ge L?(R) 都 是 支 集 有 限 的 函数 , 则 由 内 积 连续 性 得 


b—56 
(Bent = (am 二 人 CR ~ ie Ta(M)) ~ Rp ie, TOM)))dpf,g) 


6 一 十 0 < 一 十 0 2751 


D 一 0 
三 元 [ (Blp ie, To(M)) ~ Rp + ie, ToM)))f, 9)an 


1 b—6 co cn s 
= lim lim -一 ( [ 站 iie)(z 一 沪 t)dt 
ER i 27i 人 9(z) 2 和 A ) 
rif etice plot| dz) dy. 


因为 f,g e L?(R) 且 支 集 有 限 , 所 以 f,g 都 可 积 且 积分 均 在 有 限 区 域 上 进行 , 可 以 
交换 积分 次 序 


b * 
卡 谎 二 一 im co ri Dr = 时 | ei(w 一 i )(z 一 tf (t)g(z)dz 
十 i 人 dt 上 eerie 1(D9Gjdz) dh, 
f(t)g(z) 可 积 , 故 可 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 


= i 二 ba 凡 dt ye eir(z-t) f(t)g(z)dz 
十 人 十 由 ~ Gilet) f(t) g(a) dz dn 
攻 5 2r 本 有 人 / “fg gad) dp 


三 部 Cf g(z)dz I orl) f(t)dt) dp 


人 1 人 一 it 
/= - 遍 站 edt 


4.1 微分 算式 -iD 与 7(R) 上 的 Fourier 变换 


241 ， 


因为 suppf 有 限 且 f 可 积 , 这 是 通常 意义 的 积分 ， fln) 是 f 的 Fourier 变换 . 于 是 


b A ER 
人 f(a dp 


为 了 给 出 El(a,p) 的 表达 式 , 先 让 a 一 -co, b 一 co 得 


(9=/ Fan 
由 此 可 得 当 fe L2(R), suppf 有 限时 , fe Z2(R) 且 
il = fll?. 


对 一 般 的 fe 2(R), 取 f= fin 则 fn€ 5L?(R), suppfn C 


fs 那么 { 记 } 是 m2(R ) 的 Cauchy 列 ， 设 im 把 = = 则 
I = lim |frl? = lim | 和 2 = ial?. 


nO0 你 一 OO 


而 在 2( 及 ) 平均 收敛 意义 下 ， 


所 以 很 自然 地 称 h 为 f 的 Fourier 变换 , 记 为 
h= f= 去 三 f(t)eitqt. 
于 是 Vf e LI2(R), 其 Fourier 变换 fe LI?2(R) 且 
M1= IN 


[—n, 串 ， 


1 
人 一 OO 


vf,g € [2(R), suppg 有 限 , 取 {fn} C L?(R), suppfn 有 限 ，lim fn = f, 则 有 


b oo— 
(Banf, 9)=, lm (Bann 9) = ln, { flan 


= iv )9(1) dn = [iw (大 /sewar) 


-/ A (- J gerdt ) dp. 


e-intdt)d 
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因为 f(1) 和 g(t) 都 平方 可 积 , 所 以 Ag 人 可 积 , 由 Fubini 定理 ， 
l a g 站 iut 
FR el 1 fewdp)at 


=( 志 人 jeiw dh 9) 
等 式 对 一 切 ge L?(R), supp 9 有 限 成 立 , 故 


(Ba 中 万 (zZ = 二 fl )eit?dy, 


fe IL2(R), 右 端的 积分 在 通常 意义 下 对 每 个 参数 z 都 存在 , 通过 Fourier 变换 的 定 
义 , 形式 上 它 可 以 转化 为 作用 在 f 上 的 一 个 积分 算 子 ， 


(Bf) 0) =- 二 (六 训 人 0a)eran 
Ee af f(t)eirz-t) dy 


让 oo eiu(z—t) b 
27 人 J 一 蔓 |。 


人 oo eib(z—t) Ny eia(z—t) 
= 二 VY 一 f(t)dt. 
4.1.5 LI2(R) 上 的 Fourier 变换 
由 


(Eonf 9 = (a 于 { Aer au 9), fr9e LCR), suppg 有 限 
让 a 一 一 00, b 一 十 oo 可 得 


We 


于 是 


a 一 一 co， 
b 一 oo 


所 以 在 L2(R) 平均 收敛 意义 下 ， 


1 2 ee 
f= 六 | 人 fea 


4.2 微分 算式 一 D? 与 Fourier 展开 .243 . 
如 果 令 
a h(u)eir'd 太 疡 古 2( 信 
h a (Wer'du, heL2(R), 


则 有 
fh 
这 就 是 Fourier 变换 的 反 演 公式 . 


4.2 微分 算式 一 DD? 与 Fourier 展开 
4.2.1 有限 区 间 [ 一 1,1] 情形 


和 矩阵 


满足 推论 1.3.1 的 条 件 , 所 以 


2(7)= {fe 2(TI(M))|F(-D) =0, f(1) = 0}, 
Te fe 2(E) 


是 To(M) 的 一 个 自 伴 延 拓 , 按 第 2 章 的 理论 , T 有 纯 点 谱 o(T) = op(T). 下 面 来 求 
T 的 特征 值 , 求解 边 值 问题 


= = 和 \y, 和 ER, 
vy( 主 1) = 人 0; 


12 十 入 = 0， 
入 = 0 或 入 < 0, 边 值 问题 都 具有 平凡 解 . 当 入 > 0 时 ， 
k = 士 iVA， 
{cos VAz, sin VXz } 是 基本 解 组 ， 
y = Cl cos VAz + C2 sin VXz. 


由 y( 土 1)=0 得 
C1 cos VA+ C2sinVA= 0, 
C1icos VA— C2sinVA= 0, 
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2C1cos VA 二 0 或 2Co sin VA = 0. 


= 省 * 则 
2 
对 应 的 规范 化 特征 函数 是 
COS (n+3)r, LE 起 2 

车 Cz 尖 0, 则 

A=n2n, n=1,2,.., 
对 应 的 规范 化 特征 函数 是 

SI NNR NW 和 旋 3 
因此 


2 
"m={ (n+ 元 ba ln} 
而 特征 函数 
{ COS 3 sin xxz, CoS Sr, “+ ,Sinnmxz, COs (n+ 2) i ) 
是 Z2[-1,31 的 规范 正 交 基 . 故 vf e L?[-1,1], 有 按 特征 函数 的 展开 式 


1 oo 1 
f(z) 三 os 2 f(t) cos 了 td 十 2 sin naz 人 f(t)sinnntdt 


1 Ee 1 
十 cOS (" 十 3) of f(t) cos @ 上 3) ntdt. 
= 


下 面 按 3.11 节 的 方法 把 它 再 处 理 一 遍 , M 在 -1 和 1 处 都 是 极限 圆 型 的 , 取 
二 7 让 p 和 9 分 别 是 Cauchy 问题 


Mo = 入， M0 = 和 0， 
wp(0,A) = ling 三 1, 0(0, 和) = cosa = 0, 
2'(0, 和 ) = —cosa=0, 0'(0,A) = sina=1 


的 解 , 则 
sin VAz 


olz, 和 ) = cos VAr, 0(z,N) = 本 


4.2 微分 算式 一 D? 与 Fourier 展开 . 245 . 


对 一 1<a<0 和 0<b<1, 考 虑 分 别 满足 边界 条 件 
cosBy(a)+sinBy'(a)=0, 取 B=0 即 y(a)=0, 


cosyy(b)+sinyy(b)==0, 取 Y=0 即 y(b)=0 


的 解 
p(T,N) 十 ma(A)b(z,A) 和 plz, N) + mo(N)O(z, N), 


它们 在 0 点 满足 的 边界 条 件 是 
cos ay(0) 十 Sin ay (0) = ma(N), 即 y (0) = ma(\), 


cos ay(0) + sin ay'(0) = re( 和)， 即 vy (0) = ne( 入 ). 
它们 分 别 就 是 [a,0] 和 [0,9] 上 的 Weyl 解 , 由 边界 条 件 解 得 


ma(A) = 人 me(A) = -ee 
于 是 
M_(N)= lm ma(X) = YAcoaVX 
+ Sin VA 
A 2 = 
Sin VA 
故 
及 sin VA 


Wa Ro 


M_(N)+ a Ee 


1 
Mi2(N) = M21(N) = 7 Gace 一 MA+(A) 


MANMNMOA VANecosV》 
Ma OM a 


2 & 
% 1 2 sin VA RE 
Res(n+ 1)2r2 M11(N) == a € = @ 十 3) Tn | De = —1; 
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M22( 入 ) 的 极点 是 
2 


A=n2n, n=1,2,.…, 


入 
Resnzz M22(N) lm , (A — nm’) oon = —n2n?. 


这 样 , vf < 72[-1,] 便 有 展开 式 
Fo)= | oe df fe, Nas) don 


上 ae {1060 ndsjapaO 
-De (n+ 3) ud (5 f(s)cos @ 十 3) nods) 
十 > sin nnz (/ f(s)sin nsds ; 


4.2.2 ”无 限 区 间 [0,ce) 情形 
M=-D’, ze€ |[0,o0). 
-wy 二 0 的 基本 解 组 {1,x} 的 两 个 函数 都 不 属于 L?[0, oo0), M 在 co 处 是 极限 
点 型 的 , To(MM) 的 亏 指数 为 (1,1), 由 3.6 节 , 它 的 自 伴 延 拓 工 形 如 


2(T)= {fe 2(T(M)) | sinaf(0)—cosaf’'(0)=0}, aeéeR, 


T= TM)|gm). 
设 和 0 满足 
My = Xe， M0 = Xb， 
op(0) = sina, 0(0) = cosa, 
wp'(0) = — cosa, 0'(0) = Sin a, 
则 
p(x, AN) = sin a cos VAz 一 -六 sin V》z， 
0(Z, 入 ) = cos a cos VA》z 十 到 sin VM. 
Weyl 解 是 


w(x,N) = plz, AN) + M(A)O(z, 和) E L2[0, 08). 


4.2 微分 算式 一 D? 与 Fourier 展开 Be 


下 面 来 求 Weyl 函数 M(A), 由 于 M(A) = M(A), 所 以 仅 考虑 ImA > 0, 设 入 = rei%， 
则 sinw > 0， {eiYXz ,er-iYxz} 是 -%% = xy 的 基本 解 组 , 其 中 ， 


eiVXz er evr(sin ricos ST) ¢ L2[0, oo)， 


故 
eiVXz E £2[0, 00), 
而 
vr A = Ceivx. 
可 是 
V(r,N) = (sin a 十 M(A) cos a) cos VXz 十 (wa 一 2 ) sin VAM, 
于 是 
sina+ M(A)cosa= 0, 
cosa sina . 
十 MI(A) = 
消去 C 解 得 


—VAsina+icosa (1— Neosasinoa tiVA 


MN ES == 
| VAcosa + isina 和 cos2 a 十 sin2 a 


为 了 求 了 的 特征 值 , 要 找 M(A) 的 极点 , 即 解 方程 


VAcosa tisina = 0, 入 eR 


或 
tana = iVA， MeR. 
(1) tana > 0. 


M(A) 无 极点 , cp(T) = go(T) = oc(T). 


入 > 0， 
ImAMM(A) = me a+t+sin oa’ 
入 < 0， 
按 Titchmarsh 公式 
ER /I SA 0 
dp(A)=$ Tn Acos2aw 十 sin2a 
@ 放送 作 : 
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Pp 在 (0,co) 上 单调 增加 
o(TY}=ce(T)= [0co): 
记 有 hh=tana, 令 入 =s2, 则 


,Sinsw 
0(x, AN) = cosa cos sz + sina 
5 


=cosa( cossz 十 2 sinsz), 
fs)={ Jajptz Ndr 


全 
COS ST + — Sin sx Jdz, 
S 


1 De 
四 As) 0)( 
f(z)= 由 FOVole, apO 


he 下 S 
Cos sT 十 一 Sin sz |) 二 一 一 一 一 一 一 一 一 25ds 
Ss Ts2cos2a+t+sin’ a 


ts 1 
-| i 
-ef ds. 

区 0 


A$ 及. a 
f(s)( cos 5 人 站 了 si s7) 及 二 


(2) ti ='0; &=0; 


sin VM 


2(Z, 和) 三 一 将 0(z, 入 ) = cos VM\z, 


于 是 a 
fo)= | f(x)cossrdz, f(z)= ;| f(x) cos szds， 


这 就 是 熟知 的 Fourier 余弦 公式 . 

(3) tana < 0. 

记 太 二 tana 这 时 和 二 一 如 是 M(X) 的 极点 , 因而 是 了 的 特征 值 , 对 应 的 特征 
函数 是 


bz, —h?)= cos af cos V 一 jp27 十 A sinV haz) 


= cos aehz . 


4.2 微分 算式 一 D? 与 Fourier 展开 
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因为 区 
Ra COS 
/ cos2 aoe?dz = 3 和 
所 以 规范 化 了 的 特征 函数 是 V2|hle**, 和 = -1j2 是 p(A) 的 跃 点 , 跃 度 为 
1 = 名 凡 
160(:, —h2)||2? cos2 ao’ 
这 样 便 有 
o(T) = op(T)Ucoe(T) = {—h2} U 0,co) 
0, 为 妆 二胡 : 
do( 入 0, 三 术 过 大志 0, 
VAdA i 
TAXcos2aw 十 sin2a” 
入 >0 时 , 令 入 =s52 
中 oo 
f(s) 二 A(2) ( cos sz 十 一 Sin s7) dz 
0 
JJ) = /Fe doO) 
2 VA 
cos2a f(A )0( mt + a f0 Acos2 a 十 sin2 a 
可 2 二 hh2 用 2 
= 2|hle” 人 A i f(s)( COS ST 十 一 > Sin st) BB ds. 


4.2.3 ”无 限 区 间 (一 00, ce) 情形 


M=—D’?, ze&€(—o00,o00). 


一 y == 0 的 两 个 线性 无 关 的 解 1 和 x 都 不 属于 L2(--o00,0] 和 Z2[0, co), 所 以 
M 在 十 co 都 是 极限 点 型 的 , 因而 由 Kodaira 公式 , To(2M) 自 伴 


p(x,N) = cos VAr, 0(z,N) = oe” 
满足 
Moy = My, M9 = 入 0， 


2:(0) = 0， b(0) =1. 
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若 Im 和 > 0, 则 记 入 = rei?, sinw > 0, 而 
eiV》z 2 evrz( 一 sin 学 十 icos 学 ) 三 E210; oo)， 
eiVxz = cos VXz + isin VXz = plz, 和) +iVAb(z, 和 )， 


故 
NM OA) = iVA. 
车 ImA< 0, 则 er-iYxz e L2( 一 00,0], 而 


eiVir 一 COS VM 一 1Sin VAXz = p(T, 入 ) iV MO(z, 入 )， 


故 
M_(A) = -ivVA. 
这 样 便 有 
按 Titchmarsh 公式 ， 
d 入 
dp11( 和 A) = | 2xVA A 
0， A< 0 
VAdA 
dpzz(X) = | 和 
0， 六 过 二 
故 
o(To(M)) = oe(To(M)) = [0,oo). 
对 任何 fe I2(R), 记 
gi1( 和 A) = 由 f(x) cos VMrdz, pm 全 /四 开交 am 
则 
1 四 = 人 ve Nodpn(N + ole Ng doe) 


w= i fa f(t) cos stdt ) cos 5Zd5 十 人 党 肛 f(t) sin stdt ) sin szds|， 


这 就 是 通常 的 Fourier 积分 公式 . 


4.3 ”Legendre 微分 算式 


4.3 Legendre 微分 算式 


4.3.1 Legendre 微分 算式 的 亏 指 数 


上 -LP 
SE 亚 
Af = 一 忆 5 ITtan 如 te | ,| 
因为 
1 总 
1m (~—3— 7tan’t) = -oo 
t 一 十 各 4 


所 以 二 是 奇 型 端点 . 


对 方程 Mu = Xu, 作 变换 


则 


v= YyVceost, 
. 3 
=y (cost)? 


ii=y (cost)? 


于 是 Mu = Xuw 变 成 


即 


M = -D(1— 22)D, 


求 
的 基本 解 组 . 显然 


是 一 个 , me L2[--1,1]. 而 由 


5V(cos D3 sint, 


— 2 (cost)¥ 


一 多 cos2 t+ 2y sint = MW, 


—(1— 2z2)y +2ry = My, 
—((1—z2)y) =XW, zel[-1,1), 


x € [1,1]. 


bl ot 
sint— TU(cos 让 一生 sin2t 一 5y(cos 1 去. 
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(1 —z2)% = 0 
i 1 
Yy2 | 
得 另 一 个 
Cmlt? 
123 1—Zz 
由 于 在 z = 1 附近 ， 


y= O(|In(l— 2)|), 
而 nz 在 0 附近 是 可 积 的 , z = -1 的 情况 类 似 , 故 ys e L?2[--1,1]. 
因此 两 个 线性 无 关 的 解 都 属于 L?[--1,1], 表示 M 在 土 1 都 是 极限 圆 型 , 亏 指 
数 为 (2, 2). 


4.3.2 To(M) 的 自 伴 延 拓 


因为 9(7)= {ue NM) lu +7) =0}, 


了 三 五 (em 
是 To(2M) 的 一 个 自 伴 延 拓 , 而 由 
= YOst; ul( + 3 = 


知 
2(7T)= {ye 2(Ti(M)) | lim, y(z)Veosarccosz = 0}, 


T= Ti(M)|lg0, 


是 To(M) 的 一 个 自 伴 延 拓 . 由 于 是 极限 圆 型 的 , 了 有 纯 点 谱 , o(T) = op(T). 另外 ， 
因为 


三 i (ey de 
= pe) 
T 是 下 半 有 界 的 , 所 以 o(T) C [0, co). 
4.3.3 Mvy 二 入 y 的 基本 解 组 


Fae= (1—z2)|F (x) ds 0, 


面 来 求 它 的 震级 数 解 
Y= > Ond, 


(LS ea :oo 1 各 本 1 
的 二 和 2 


n=0 
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比较 系数 得 
2a2 十 Xao = 0， 


3.2as 十 (入 一 2)al = 0， 
(n+2)(n+l)antzst+ (A—nm+l))an =0, n=2,3,.... 
这 样 得 到 两 个 解 . 取 oo = 1，ai = 0， 
了 (了 十 1) 一 人 入 


n A = 有 吕 : 
Qn 2 fl V0 2 
得 
和 A (M2 3M) 
Mil) = 1 re Z 十 
取 ao = 0， al 三 1 得 
1.2— 和 A 人 3 (1.2 一 入)(3.4 一 信 ) 5 
yz2(Z) 一 民 十 73 Z” 十 0.3.4.5 ZT” 十 


Wi(z) 是 偶 函 数 , ya(z) 是 奇 函数 , 它们 线性 无 关 . 
4.3.4 a(T)=0p(T)={n(n + 1)|n =0,1,2,... } 
由 
-入 (本 了) 二 入 1 入 
On @ a ) Mogs 
当 入 = n(n 十 1) 时 , w 或 ys。 中 有 一 个 是 n 阶 多 项 式 , 在 [1,1] 上 平方 可 积 , 所 以 
n(n 二 1), n= 0,1,2,… 是 特征 值 . 如 果 0 < 和 A#n(mn+1), n=0,1,2,…, 则 wi 和 
y2 都 是 无 穷 级 数 , 考虑 其 收敛 性 . 记 


入 = a(a + 1), ae = 二 二 人 人 
由 
a(Qa 十 1) 
0 

-aa 十 了 二 1 2 

二 9 1， 

_ -a(a+1)+n(n+1) -_C-netntl), 

1 

于 是 


n(Q—2n+2)(a—2n+4):… (a—2)a(a+1)(a+3)::.(a+2n—1) 
(2n)! 
n(Q—2n+1)(a—2n+3):. (a—1)(at+2):…:(a+2n—2)(a+2n) 
(2n+1)! 


Q2m =(—1) Q0， 


CQ27m 十 1 =(—1) Q1. 
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由 于 
Q2n | (a—2n++2)(a++2n—1) 本 
ao2n 2| (2n — 1)(2n) 
OorefLi| (a—2n+t+1)(a+ 2n) 本 
a2n 1| 2n(2n + 1) i 


根据 d'Alembert 判别 法 , 无 穷 级 数 在 |z| < 1 时 绝对 收敛 , 在 |z| > 1 时 发 散 . 在 端 
点 土 ] 可 用 Gauss 判别 法 ， 


1 a+2\-1 a—1\-!l 
Doe dp 
( 2n 2 27 
1 a+2 /a+t+2\? a—l -= A 
= 二 作 和 ES 
二 本 本 二 2n \ 2n 
i 
1 
2 


Q 十 2 | Wy 


Q2n—2 _ 


Q2n 


2 2 n2 


所 以 vi 在 x = 1 发 散 , 由 偶 性 , 在 x = -1 也 发 散 . 类 似 地 , yo 在 x = 土 1 也 发 散 . 
当 n= 十 2 时, 由 于 


入 入 
a i pe ed 


设 是 一 个 固定 的 大 自然 数 , 使 得 上 面 的 那些 乘积 因子 都 是 正 的 , 那么 当 n 一 oc 
时 , 由 于 》 -5 收敛 而 得 
=. 


Qn 一 


和 和 和 
@ a a | 和 
于 是 当 n > 时 ， 
大 
Wi > RY 
LA WA 
这 样 在 z = 1 附近 ， 
De, 无 界 ， 


n=k 
故 党 anz" 4 F(T), 因而 和 不 是 特征 值 . 于 是 


=0 


ov(T) =0p(T)= NR DD | N01} 
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4.3.5 “Legendre 多 项 式 P(z), Rodrigues 公式 
来 求 对 应 于 n(n + 1) 的 特征 函数 , 由 于 


a _ n(n+t+1) 
n+2 n(n+t1) 


对 应 于 n(n 十 1) 的 特征 函数 是 个 n 阶 多 项 式 , 称 之 为 Legendre 多 项 式 . 由 
(nm—2)(n—1)—n(n+1) 


Qn+2 三 )nan 三 :从 ， 


人 
和 加 
MD 
由 
_ (nh)n—3) -nnt+t1) 

Mf 

(nC— Dm— 2)(n— 3) 
从 一 ,1 a \ 

i 

一 般 地 ， 
i n(n m1)(n om 2):.….(n— 2r+1) 
dna = (TY) 2.4...(27)(2n — 1)(2n 一 3).……(2m 一 27 十 1 

所 以 

ml(27 — 3)!! 

A AC tO Dom — on 2 下 5 
» nl(2n—2r—1)! er 
My 2rr!(m — 27)!(2n 一 Du a ; 
[3] 
.nl(2n Co 2r— 1)!! A 
BE 2 TCR 
下 面 来 找 已 (z) 的 简单 形式 , 因为 
ml(27 一 2r 一 1 mn 一 2 一 1 (27 — 27)!! 
orrln 2r)2n I 2rrlm 二 2r)!(20 一 1 2-"(n—7)! 


nl(2n — 27)! 
~ 277rl(n — 27)!(n — 7)!(2n — 1)! 
n!(2n 一 27)!2"°n! 
gnarln rn 27) (2n) (2n — 1)! 
(nl)2(2n — 27)! 
rl(n — 7)!(n — 27)!(2n)! 


二 铅 如 和 2 
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Me” —— (27m — 27)(2n — 27r — 1) (mn 一 27 十 1T)zn 一 2r 
一 可 
[号] 
P= 如 > 他 We 
2 ( SI 风 ct (m) 
7r=0 
en 
取 Qn = 得 
Nn: 


Legendre 多 项 式 的 这 个 微 商 表示 通常 称 为 Rodrigues 公式 . 前 几 个 Legendre 多 项 
式 是 


3z2 1 5z3 — 3; 
而 网 二 由 R= PDD= 3 Rls) = 一 二 一， 
35z4 一 30z2 十 3 63z5 一 70z3 十 157 
P(x) = re (j= 人 


4.3.6 ”Pn,(z) 的 规范 化 V (z) 
记 y= (z? 一 1)", 则 用 分 部 积分 法 可 得 


P(xz)l?dz = ———, 
人 Ce 2m 十 1 


下 
Wn(7z) = n+ 3 Pn(2), 2 Yh en de 


它们 组 成 了 [1,1] 的 规范 正 交 基 , 任何 fe L?[--1,1] 都 有 展开 式 


故 


f= 
7 一 0 


4.4 Bessel 微分 算式 
本 节 讨 论 Bessel 微分 算式 


4.4 Bessel 微分 算式 "D957: 


2 
WM = -=D 二 Sp 
在 不 同 区 间 上 生成 的 自 伴 算 子 的 谱 与 按 特征 函数 的 展开 式 . 
4.4.1 Bessel 函数 
对 微分 方程 My = Xy 作 变 换 y = Vzz, 有 


/ NE 去 .1 
yy = 三 FZ 352 十 222， 
2 

1/ 1 i 

y = zz 十 也 2 + Z¥2’, 
代入 方程 得 

Tz rz + (Mr v2)z=0 
或 


ji 2 
z+ (和 一 三 )z=0， 
rz 人 


这 是 标准 的 Bessel 微分 方程 . 来 求 它 的 基本 解 组 , 先 作 一 个 自 变量 的 变换 将 入 隐 
去 : VAMz 至 必 


z= Vz dz td 


Oe i 
d2z d2z d2z 
> Nd 入 2 2 2 
于 是 得 
#2 十 谤 十 (好 一 v2)z==0， 
et 2 
z+ 了 2 二 (1- 天 jz = 


按 Fuchs 理论 , 点 zo 称 为 方程 
十 p(z)y +q(z)y=0 
的 正则 奇 点 , 如 果 方 程 的 基本 解 组 形 如 
Yi1(7) = (2 — Zo) Dle — 7X0)", ao@z0, 


y2(2) = byi(z)In(z— zo)+(z—z0)” > bn(z— zo0)", bo#0. 
n=0 
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Fuchs 证 明了 zo 是 方程 的 正则 奇 点 的 充 要 条 件 是 (zx 一 x0)p(z) 和 (z 一 x0)*q(7x) 
在 zo 邻 域内 解析 , 这 时 解 的 级 数 形式 是 


yz) = (z¢ —z0)° > ,an(z — x0)", ao #0, 
n=0 


其 中 , p 满足 指标 方程 
pl(p—1)+aop+ bo=0, 
这 里 ao, Bo 是 (z 一 xo)p(x) 和 (z 一 zo0)?q(z) 解析 展开 的 常数 项 系数 


De 


(2 — zo)p(z) = 》、 an(z 一 zojn，(z 一 zojzalz) = DBn(z = x0)". 
n=0 n=0 


现在 
tp(t} =1, t2q(t)=£ -rv, 


所 以 +=0 是 正则 奇 点 , 相应 的 ao = 1，6o = 一 v2, 这 时 指标 方程 是 


= 0. 
来 求 它们 的 两 个 线性 无 关 的 解 . 
1. 2 不 是 整数 的 情形 
设 
竹 人 后 王 龙 Wi Qi EY 
n=0 
代入 方程 得 


Do De DO 
党 >》 (+m)( 十 nm 一 1)ort te 24 》 (vtn)ant’t™! | 3 at2H 一 0， 
N=0 


n=0 n=0 
比较 上 的 不 同方 宕 的 系数 , 有 
(v(v 1)+i+v—v)a=0, 
((v+1l)v+(v+1)—v)a=0, 
((v+nvinol)+(v+n) -ant+an2 = 0, 和 


解 之 得 
ao 任意 ， 
Q1 一 0 
an 2 1 一 和 考 
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利用 最 后 这 个 递 推 关系 有 


1 ER 1 
i nv tin tin 1 wil)" 


UY Frm tn 


Ci 一 


1 
> 27T(v+1)’ 
. 


2 
dn = 22n+rT(n +1)T(v 4+n+t+1) 


ooe (= t\2n+v 
= 


由 d'Alembert 判别 法 , 寡 级 数 部 分 的 收敛 半径 是 co. 把 这 个 函数 记 成 .(t), 称 为 
2 阶 Bessel 函数 . 类 似 地 得 另 一 解 一 vy 阶 Bessel 函数 


t\2n—r 
i 人 


当 v 4 Z 时 , {有 (tj)，J_v(t)} 组 成 了 Bessel 方程 的 基本 解 组 . 一 般 称 


Ju(t), veR 


是 第 一 类 Bessel 函数 . 
2. v 是 整数 的 情形 
邦 伯 ) 确定 如 前 . 至 于 J,(t), 因为 T(s) 在 s=0, 一 1, 一 2,:.. 有 简单 极点 , 所 以 


T(-v+n+1)=00, n=0;,1,.…,v—1. 


于 是 
Se (—1)” t\2n-v 
J = 六 rT(n + 1)T | 


n=v+!l ( Ty t\2itr 
ds ) 


= (—1)” J (t). 
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这 时 五 (t) 与 v(t) 线性 相关 , 所 以 还 必须 找 另 一 个 线性 无 关 的 解 . 考虑 
cosvnxJy(t) — J_,(t) 


sin vx 
当 ， 不 是 整数 时 , {.(t), 到 区 } 也 组 成 Bessel 方程 的 基本 解 组 , 后 者 称 为 Neumann 
函数 或 第 二 类 Bessel 函数 

当 v 是 整数 时 , Y(t) 成 了 未 定式 , 用 Hospital 法 则 来 得 出 另 一 个 线性 无 关 的 
解 ( 即 所 谓 的 Frobenius 方法 , 参见 G. N. Watson,《Theory of Bessel Functions》， 
Cambridge,1944). 


YY = 


0J Bi 
he k J ji k 
Y(t)= lim Y(t) = lim 7 = 
Ok (=1 涝 DJ 
-a 9 I | wy ( Ok ) a 
下 面 来 求 它 的 表达 式 . 

四 了 二 1 t\2ntk 二 IL’'(k+n+t1) t \ 2nik 
Bk < |r (a) a 


2 i 


pa 一 (十 nt 十 Wl 


=0 
其 中 ， 
$= 
当 k 一 v 时 
0 322 (= t\ 2n+v 
(3) We [m5— w+nt+)| 
t oo (= a 
=n310 -Dm tnt (a) 、 
男 外 , 


= Oo 
(一 1)7 志 N 2n—% (—1)” t\2n—k 
Te) = Di a) De 


aL = 


sin sn" 
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有 t\ 2n—k t\ 2n—k 
(5) (5) sin(k—n)aT(k—n) 
i 5 
于 是 
9 . (3) A sin(k—n)aT(k—n) 
元 本 
2n—k 
e 区 但 ln 5 sin(k—n)naT(k—n) (下 sin(k —n)nLl’(k—n) 
平 一 cos (hk —n)nT(k— 中 | 虽 
兰 (CY cos(v —n)nT(v —n) 
el 
故 


» 寺 小 
(EY 


ve [+ 克 CTa+a 


(7 一 各 二 nv 
| + (-1)"1In$ (0 


“0 nl 
(一 D?%(n 十 1) 7t\2n+v 
nlm) 局 : 
综合 起 来 得 到 > 为 整数 时 Neumann 函数 的 表达 式 
%,(t) = 2 fi = = 人 人 Gk 


2 nl p 
= 
1 CY Fntl) ty nt)) /tnt 
1 nll tn) (3 
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有 2 
丈 : 末 三 2 尘 站 = 1 =0, 
Tr Fe 
1 2 
六 ,二 二 玫 w 十 (1 一 5)Jv=0, 
TX T 
1 
So Ed Ts 市 (J 人 J = 0， 


(7 3 J 十 (Wry 有 0, 
所 以 
ey ES dy 二 过” 
下 面 定常 数 C, 由 于 在 0 点 附近 ， 


人 
CN 3 ; 
0) to) 1 = T+ 
所 以 业 1 业 
WJ) (Te TTC HO) 


1 SinzZTr sinvnx 

zx ( 工 工 ) O(a) 

__ 2sinvn + -Ota), 

nr 
故 
0 = _2sinzr 
n 
当 v 不 是 整数 时 ， 
1 2 
W(J, Yo) = Wl, de sin i em jo)= nr 


可 是 W(, 六 ) 是 v 的 连续 函数 , 故 上 式 对 v 是 整数 也 成 立 . 
定理 4.4.1 ”My = y 的 基本 解 组 是 {VzJ,(VXz), VzY (VAT)}. 


4.4.2 (0,1] 上 Bessel 微分 算 子 的 特征 展开 
1. To(M) 的 亏 指 数 
定理 4.4.2 ” (0,1] 上 Bessel 微分 算 子 To(M) 的 亏 指数 是 


Ci 0 六 天 < 二 
(TE 
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证 明 My = iy 的 基本 解 组 是 {VzJ(Viz), ViY(Viz)}, VzJ,(Viz) 在 (0,1] 
上 对 一 切 > > 0 都 有 界 , 所 以 平方 可 积 . VzY,(Viz) 在 0 附近 等 价 于 


人 v='0; 
二 
人 vy > 0 
由 于 
[Vaima)ar < %, 
0 
= 时 ， 


fy ar a 


0 


所 以 当 0 < v < 1 时 , 基本 解 组 的 两 个 解 都 平方 可 积 , 这 时 亏 指数 是 (2,2). 当 v > 1 
时 ， 


bs dr = 5, 
0 
只 有 一 个 解 是 平方 可 积 的 , 这 时 亏 指 数 是 (1, 1). 

2. TCM) 的 自 伴 延 拓 


(1)v > 1 情形 . 
To(M) 是 极限 点 型 的 , 故 


2(T)={ fe 2T(M)) | cosaf(l)—sinaf’(l)=0}, aeR， 
T= Ti(M)lg0, 


便 是 To(M) 全 部 的 自 伴 延 拓 . 
(2) 0 去 之 二 工 情形 . 
{VzJ(Viz), VzJ_v(Viz)} 是 My = iy 的 基本 解 组 , 在 0 点 附近 ， 


VEJ (Viz) ~ rit’ (1 + O(z?)), 
VEJ_v(Viz) ~ 2 *(1 + O(z?)), 


它们 都 平方 可 积 , To(M) 是 极限 加 型 的 , 取 hi e C~(0,1], supp hs c [0, 当 ), 使得 
mh(z)=2it”, ze (9 让 ， 


1 
ho(7) 一 za, XE @ i) ) 
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则 ,hz e L2(0,1]. 而 


. 1 1 了 
(his ha) =—[has hao](0) =— lim ((3 -rv)rit"s 3 


(ho, hi) = —2v, 


在 0 点 附近 ， 


所 以 
hi,h2 € 2(T(M)). 


1 
另外 , 取 hs, ha € C™(0,1], supphs, suppha C 所 1 搓 . 


则 ha, ha 筷 29(Ti(M)). 而 


(ha ha}'= (hayha} =0, 
(hs, ha) Ss [hs, ha](1) 4 Wl(hs, ha)(1) = 
(ha, hs) 一 一 |. 


令 
万 三 aajia 二 aah， 户 =a3shs 十 Q414， 


其 中 , al, as 不 同时 为 0, as, aa 也 不 同时 为 0. 那么 户 , 户 < 9)， 不 难 算得 
(fi, 万 ) = (fi,f2) = (f2,12)=0 
且 若 ua 和 as 不 为 0, 则 对 a, ha e 9(TI(M)) 有 


be ep a 
(fo,hi) (fo2,ha) 


故 {及 , 户 } 模 9(Tb(M)) 线性 无 关 , 按 自 伴 延 拓 的 Calkin 描述 ， 


= 一 27Q2Q3 A 0， 
0 CQ3 


| —2va» 0 


4.4 Bessel 微分 算式 


2(7)= {fe 2(T(M))|(F,fi)= (fF,f2)=0}, 
T= Ti(M))|g0, 


是 To(M) 的 自 伴 延 拓 , 其 中 , 边界 条 件 (f, f2) = 0, 即 
[f, f2](1) = 0. 
这 就 是 形 如 
ph nb 
的 加 在 常 型 端点 的 边界 条 件 , 而 ( 妃 户 ) =0 当 ai = 0 时 , 即 
[f, h2](0) = 0, 
这 是 一 个 加 在 奇 型 端点 的 边界 条 件 


lim ((3 一 zjz f(z) 一 eA) = 0 


z= 十 0 


这 一 自 伴 延 拓 是 由 分 离 性 边界 条 件 决 定 的 . 
(3)v =0 情形 . 
与 (2) 类 似 , 只 要 注意 在 0 点 附近 ， 


VIJO(Vir) ~ x, ViYo(Viz) ~ vilnz 
即 可 . 
3. Fourier-Bessel 展开 


(1)v zz 1 情形 . 
设 了 是 TCM) 的 自 伴 延 拓 ， 


2(T)= {f € 9(T.(M))|f(1) = 0}, 
取 yp(z, 入 ,9(z, 入 ) 为 如 下 : 
My = 和 Am， M90 = M0, 
yp(1)=1, b(1) = 0， 
2 U) = 0， b(1) = 一 1 


则 
b(z,》) = 了 VE (VAVDL VN) — TVNY(VA)), 


gp 人 lz 为 = 30(2, N+ LVIVE (YAD LV) — LVVY, (VI)), 
Weyl 解 是 


265 . 
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Br,N)= (7,N) + M(AN)O(z, N) 


(FY (VD 证 FVAY(VA) 十 3 MO)Y, (VN)) VE (VAz) 


(-3L(VN S 3 VA (VN) TM(A)JL(VN)) VTiY, (VAz). 
因为 VzY,(VAz) 不 是 平方 可 积 的 , 故 


EVD+IVIZVY 1 VIA 
M(X) = 元 BR 
51.(VN of ) 


这 是 一 个 半 纯 函数 ,所 以 由 定理 3.7.6, 7 有 纯 点 谱 , 特征 值 是 MI(A) 的 极点 ， 即 
见 (V 和 ) 的 零点 . 由 于 “vv e R, 刀 (z) 都 有 无 穷 多 个 实 零点 ”和 “ 当 vy > -1 时 ， 
邦 (z) 的 零点 都 是 实数 ”( 参 见 文献 [1], 第 七 章 818 466 页 和 469 页 ), 所 以 了 的 特 
征 值 都 是 非 负 的 , 设 为 入 ,n= 1,2,… , 谱 函 数 p 在 入 , 处 的 跃 度 


pn 十 0) 一 p(An — 0)=—Resy,, M 


一 2 和 nm， 


故 特征 值 都 是 正 的 , 根据 定理 3.9.3, 对 应 于 和 的 特征 函数 是 g(z, 入 ), 而 的 跃 度 


1 由 藻 的 岩 秆 忆 
是 17 二 jj' 于 是 规范 的 特征 函数 是 


人 三 2 人 2 


可 是 
TV Wm) | 


J Ya) | ee 


即 
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故 
一 / 让 ee xk 
Pn(2) A 2 ( | VT Mn7) 


RR T 了 7 
= 


Z2(0,1] 的 函数 f 按 特征 函数 的 展开 是 


f(z) = 3 和 a y | FOVELAV Da) VELAV is) 
这 就 是 所 谓 的 Fourier-Bessel 展开 . 
(2) 0<v<1 情形 . 
v= 3 时 ,Bessel 算 子 退 化 成 -D2, 对 应 的 特征 展开 就 是 通常 的 Fourier 展开 , 
所 以 假定 v 六 3. To(M) 是 极限 圆 型 的 , 考虑 它 的 具 分 离 型 边界 条 件 自 伴 延 拓 了 
29(T)= {fe 9(TI(M))|f(1) = 0 及 另 一 涉及 0 点 的 边界 条 件 }， 


设 9 与 o 满足 
M0 = 0, Moy = 和 Ap， 
0'(1) = —1, 4(D) = 0， 
{Vz 几 (VXz),V5J_v(VAz)} 是 My = Xy 的 基本 解 组 , 由 于 


pe 
W(J 7) = ee, 


故 


Q(z,N) = 二 VE (LAWITuAVI) -Tu( VVLAVIz)) , 


”2sinzr 
nVA 
2sinvnx 


p(x, A) = 30(z, 和) 站 VT (ZVNI(V) = TV (VM)) | 


这 时 Weyl 函数 M(A) 是 a 一 0 时， 


_ cot pl(a, N+ (a, 入 ) 


mA = cotB O(a, A) + 9’'(a, A) 


0 过 H 


的 极限 . 


cotB pla, 入) 二 ef(a, 入 ) 
= 3 (cot6 0(a， 入 ) 市 0'(a, »)) 
TV 入 


2sinvn 


By A N (cotB Va (VAha) + VAVa TVAa) + 


十 


Ba (VN) (cotB Va Tu( (VAMa) + VAVaT ,VMNa) ,(VXa)) 


3 


+ 元 “(VXa))|， 


故 


分 别 计算 分 子 与 分 母 ， 


Ee TV》 / (VN 一 Uv 十 雪 (= v (VA) ee 
| ) ee 


et 
ta-vriT( wv +1)" = AN i Soe 


4 和 a ar3)| + cotBO (or 上 i (a™*3) 


2rT(v +1) 2v+1T (vy + 1) 
xVA YA tl a 
= (Wl +icotg+ (—v+3)e "3:) 


= 让 pr (eicote+ (v+ oa)) 


0 (e+ 外 leotgl) +4© (oi 、 
取 ce RU {oo0} 固定 , 使 得 


a-v+¥cotB 二 (一 十 LY az+ 志 cotB 十 (vy 十 da” 
= » 


2-—rvT(—v + 1) 2“T( 十 1) 
那么 由 < 不 变 , 当 a 变 时 ， 


C42 Tv + Da ov + T(r + Da 
c2-—*T(—v 十 1)ar+ 一 27 开 (7 十 1)a 一 “十 志 


cotB(a) = 


由 于 "二 ,在 cotB(a) 的 表达 式 里 , 上面 的 阶 数 是 -v3 下面 的 阶 数 是 + 


cotB .=O (3) l 
a 


所 以 
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TVA eVVY LVN- VN TVN 


2 sinvn QT (v1) 


(rieotp+ (v+ 5) 3) +o (0), 


分 子 = 


而 —v 
ge- (下 人 
VA) 本 + 
-人 jz +3) +0 (2™ + 外 
Wy AAA 2 
轴 二 二 证 RS (。 “3cotB + (=v+3)e 4 


(VAN rd 
下 (。 +zacotG 十 (s+3)a :) 


二 O (a-"+$lcot|) 十 O (a™*3) 


C 人 几 去 va 2 力 二 下 
王 0 v SA 2 0 (。 +zcotG 十 (w+aa 中 


”2sin yTr 2 


ee 
由 于 0<y < l= 3 2 3 < ,所 以 当 a -0 时 


es 


一 0. 


这 样 便 有 
Ee PE eh VBL ed 
om a AV LV (VDT 
' 震 Vx LVN VAN) 


本 2 cJ,(VA) [3 WI (VA 


注意 到 


D(z) = aozx-1 + oar? l= 210+ oa7x2 +.…), 

T(r) = Br 1 (Bo Bug +) 
便 知 M(A) 是 VX 的 偶 函 数 , 因此 是 和 的 单 值 函数 , 当 c 关 0 和 oo 时 , M(A) 的 极 
点 是 c 帮 (VA) -入 J_u(V》) 的 零点 , 记 这 些 零 点 为 {Xn |m = 1 2… 它们 就 是 了 
的 特征 值 , 对 应 的 特征 函数 是 


(RA) = ee TL) y(t (以 Oo( (Vnz)), 


2sinvn 


0 
a Xn) St 组 成 了 L2(0,1] 的 规范 正 交 基 . 


TC A 
当 c=0 时 , 特征 值 是 7_,(VN) 的 零点 , 特征 函数 是 


Tem (VA VET AV AR) = 


特征 展开 是 -> 阶 Bessel 函数 展开 . 当 c = co 时 , M(A) = 一 = 一 
展开 就 是 Fourier-Bessel 展开 (> 阶 Bessel 函数 展开 ). 
(3)v = 0 情形 . 
与 0 <v <1 情形 类 似 . 设 
Mb = %0, We en 
pr 


六 三 二 2 (D) = 0， 


则 


人 (VANJo(VMz) 一 万 VIMCVXn)， 
w(K A = 30(2, 入 ) 十 去 TVAVT (YE(VN) 入 ).J0(V》Xz) 一 剧 (VA) 巧 ( (V3z)). 


Yo(VAz) = = 0 rn3Vie) + O(z2|lnz|), 7 = —»(1), 


SS 


TVA》z 
故 
gb(z, 入 ) = 7 (Vv 3 SJ(VNVE @ tin3Ve) ) 平台 (zlnzl) 
0 (2; MS 1 (so 一 = (+ In 3V3z) (VD ) 
一 -OA 十 O (z3|Inal) 
于 是 


cotB O(a, N) + O(a, A)= 3 | (sa 二 =J(VD) Im wy GE 于 jo) 


-va (y+ins 3 ceo + 和 站 + 天 | 


十 O (oilmnallcotgl) 十 O (alinal) 
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而 
eo N=FV3Va (YN) -2 (9+ m3Vie) BVD) 
十 O (zilinzl) 十 30(z, 入 )， 
vo N= (WD -2 tml) -内 
+30"(2,N) 十 O (zslnzl) 
故 


cotg op(a, 和) + (a, A)= 5(cot Bo(la, A) + 0'(a, 和 ) 


+ 二 VA 


(4 =n VND) ) (dcotp ~ jo!) 


a ee 
A (: (y+Ins) (cieotp+ 50 :) 二 :) 
十 O (eslnallcot6|) 十 口 (oilmal) 


取 e 使 得 


则 对 固定 的 c, 当 a 变 时 ， 


3 9+) 0 
1 
cotB(a) = 2 - 2 =0( 上 


那么 
i 
(AVD + SVD V3)( dcorp+ 3 # )+O(a3 linalleotBl)+ 0 (a3linal) 
(enVI YD- =Jo(VA) 衣 Ge Imnallcotal)+O (a¥|inal) | 


但 是 
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ma(X, a; D) ca -3 


> 


Ge — (VD In VX+ O(a?In? a) 
oJo(VD — Yo VD + NVDInVAtO (eln? 0) 


eN(VD) = YHA D4 VD nV 
M(N)= WX > 
cJo(VA) — Yo(vVN)+ J(VN) ln VA 
同样 地 ， 它 是 和 的 偶 函 数 ，M(A) 为 半 纯 函数 ， 其 极点 即 cji(VA) - YO(VD)+ 
二 万 (vV 风 In VX 的 零点 是 算 子 T 的 纯 点 谱 , 对 应 的 特征 函数 乃 是 


gz Xn) = YE (YVR NV) - (VV ms)) ， 


di: 2 7 
它们 组 成 L2(0,1] 的 规范 正 交 基 . 


4.4.3”[1,00) 上 Bessel 微分 算 子 的 特征 展开 
有 
M 三 三 妃 :十 ee ZE [1,co) 
六 
oo 是 M 的 奇 型 端 斥 . 


1. To(MM) 的 自 伴 延 拓 


引 理 4.4.2 ”在 无 穷 远 附 近 , 存在 正 数 ” 和 实数 a, 使 得 


J (Ci) 志 sin(Z 十 a). 
证 明 ”考虑 VzJ,(z) 在 无 穷 远 处 的 渐 近 行为 . 设 yz) = VZ 几 (zh)， 则 
to) NW) th) TJs) 
ye A 0) = 
由 


22T (1) + ITT) 二 (z2 — v2)N(z)=0 


v2 
V+ |1=—s |)=6 


4.4 Bessel 微分 算式 


Vz > 0,y(z) ER,y(z) 天 0, 所 以 


F(Z) 一 VV2(Z) 十 W2(Z) >0, z>0. 


于 是 


代入 得 


| y(7) =7(Z)sin0(z)， 


y (Z) = 7(7) cos bz)， 


2 


1 
4 


mr'(z)cosb(z) — 0'(z)r(7z) sin 0(7z) 十 [ 3 】 r(Z)sinb(z) = 0. 


因为 


r(zjcosg(z) =7(7)sin0(7x) + 0 (2)r(z) cos 0(7), 


让 二 
(wy = 5 生 r(z)j cos bg(z)sin bg(z)， 
2 
/ . 
0(7z)=1— za Sin 0(z), 


r(x) 2 r(xo)elzo dt cos0(t)sin0O(t) dt > 0. 


ts 
-< OO 


2 
de 


所 以 极限 im rtz) =7 > 0 存在. 令 0(z) =z+a(z), 则 


1+a'(z) = 工 十 


ea -aa = 人 二 


1 
4 


2 


72 


= 


sin2(z + a(z))， 


2 


sin2(t + Q(t)) dt. 
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由 此 , 极限 lim a(z)= a 也 存在 . 因为 


|y(z) 一 "rsin(z + a)|=|r(z)sin(z + a(z)) —r7sin(z + a)| 
) 


7| 十 27 


Q(x 
08 磷 填 


(2)si 

<|r(z) —r|+r|sin(z + a(z 
(7) 一 
(7) —7| + 7la(z) — a 


y(z) Trsin(z +a), Zz— 0%, 
(7z) s 到 +a), £00. 
My = xy 的 基本 解 组 是 {VzJ,(VAz), VrY,(VAz)}, 这 样 便 有 
VEIT (VM) € Ll1, co)， 
所 以 To(M) 的 亏 指数 是 (1,1), 算 子 T= TT(M)|g0m)， 
2(7T)= {f € 2(T.(M)) | (1) = 0} 
是 Th(M) 的 一 个 自 伴 延 拓 . 
2. [1,00) 上 的 特征 展开 
引进 第 三 类 Bessel 函数 


Hankel 函数 


HO() = J,(t) +i¥,(t) = i 
H(t) = L(t) — iY,(t) = Tvlt) — eh (t) 


一 1Sin vx 
由 瓦 5 人 的 渐 近 式 ([1]417 页 )， 
人 人 
二 ~ \2 元 扩 2 本 


可 得 


1 二 
VEEOJ(VXz) | 去 ci(V2z- 敬 - 旨 > G A 四 
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而 


ei(VXz 一 容 一 有 | 一 e-ImVXz 


当 InVA > 0 时 , VzHWW (VXz) 是 My = Xy 的 唯一 的 平方 可 积 解 . 

定理 4.4.3” 设 M = 一 D? 十 g(z), x € [a,o0o), M 在 奇 型 端点 是 极限 点 型 的 , y 
是 My = Xy 的 平方 可 积 非 零 解 , 则 MA) = i o 

证 明 属于 二 [ao, co) 的 线性 无 关 解 只 有 一 个 , 所 以 y 是 Weyl 解 的 倍数 ， 


y(7) = Cw(z,N) = CUp(Z, 和) + M(N)O(z, N)), 


那么 


VAH (VN 
OV 


VN + (VN 
J,(VAN) 十 i 到 (VAN) 
1 


J2(VN) + Y2(VN) 
当 入 < 0 时 , VA=i, 由 
H(t) =Y 斌 Ti+) Wow(2e7)， 


其 中 , Whittaker 函数 (参见 文献 [1]338 页 与 417 页 ) 


ee eit 9 re 5 \—3+v 
i$ 一 2 本 | d 
Wo,v(2e 2t) Wo,u( i2t) a 人 ( 2 ) 3) 
可 得 
i( LT 区 er 3 S ES 
(= 本 网 = / Zest® ae 
T=+v 
2 
| 一 款 忱 
= ™g(p4), 
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其 中 , g() 是 个 实 函数 , 故 
VAXH (VAN gp) 


BA 0 
ImM(X) = 


这 样 便 得 


于 是 有 特征 展开 


,= 1 ( ~ (0)0(t, A) df dp(》) 


”TVE VN VMN) WVNL VN). 
二 o 2 JB2(VN + Y2(VN 


be Wi 区 (VAN — Y,(VAL VM)) di a 


ol ~ (JV WVAS) — YVAN (VN)) 
= VE J2(VN) + Y2(VN 


Cy- f(t) 到 (VAN - YVANLVM)) a) dX 
sr 0 i 


(f JET oO 一世 QJZ OOdg 】 dX 


这 就 是 所 谓 的 Weber 公式 . 
4.4.4 (0,ce) 上 Bessel 微分 算 子 的 特征 展开 
1 
le 


Vv 
M=2D + we 000). 
T 


方程 My = Xy 的 基本 解 组 是 {VzJ(VXz), VIY(VAz)}, 取 a e (0,o0), 设 


MYyi = MWi, My2 = 入 y2， 
yi(a) = 1, y2(a) = 0, 


yi(a) = 0, (a) = 1, 
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则 

yas,N) = FVavz (AV (VK) - Y,(VAa) LVNz)) ， 

(oN) = FVNava (WVI) LVI) = WVIo)Y, (Vz)) -wy 和) 


0 和 oo 都 是 M 的 奇 型 端点 , 当 v > 1 时 , To(M) 在 (0,a] 和 [a,oo) 上 的 亏 指数 都 
是 (1,1), 所 以 To(M) 在 (0,co) 的 亏 指数 是 (0,0), To(M) 本 身 是 自 伴 算 子 . 因为 


VEIN VAT) < L2(0, a), 


所 以 Weyl 解 
V1(Z， 入 ) 和 AM- (Ny2(z, 入 ) > CVZ 几 (V》z). 
让 z=a 得 
业 
和 CVaJ,(VAa), 人 二 a 
yA VEJ (VA) 
yi(z,N) + M- (Ny2(z, A) = Va Re 
pe 邦 (VAz) + VAVID VAM) 
yi(z,N) 十 M-(A)y2(z, 和 ) = en 
故 
——=J,(VMa) + VAVaN, (VMa) 
ME 3+ VWIRD 人 CVxa 
Va( (VXa) 2a J,(VMa) 


因为 InVA > 0 时 , VzHMY (VAz) e L?[a,o0), 故 

yi(z,N) + M+ (Nya(z,N) = CVIHIV (VM). 
让 z= 得 和 

VE 
所 以 
VTH» (VAMz) 

yi(z, 和) + M+ (Ny2 (x, A) = aH Ra) 

取 导 数 , 再 让 x = a, 便 得 


VAHIY (VXa) 


mn 


因此 


1 J,(VAMa) aa) (VAMa Xa) 
ImMii(A i 
1(A)=In M-_ (A)— M+(N\) VA (Zl (VAa) HI (VAa)— (VN) HN ‘(VXa)) 
而 
几 (V》a) > 有 
几 (VXa) my ea) nVAa’ 
故 
ImMu1(N) = = J,(VMa) HW (VAa) 
na VI) 
ee Im (J(Vha) TV Na) 一 erJ2(VXa)) 
时 (VN), A>0, 
区 0， 和 0: 
于 是 
2 ,J2(VXa)dA， 入 > 0， 
dpli(A) = 2 
0， 入 去 他 
定理 4.4.4 若 lim M_(e+i6) = M_(e), 则 
dp12(X) = dp21(XN) = M_ (Ndpu(N), dpzz(A). = M2(N) dpn(N). 
证 阴 
dpii(》) = 和 lm rn Mua (A + i ) da, 
而 


上 
M_(A+ip) — Mi(A+ip) 
由 
m : l 
M_(A)= lim M1 (M+ iy) 
用 一 


lim ImAMMi( 入 十 in) = lim Im 
u—0 xu—0 


= 


Im ( lim M- Qtin) 
人 一 0 


二 


站 (ca- (Re liny Mtn)) ) + (m liny Mi (+tip) ) 


4.4 ”Bessel 微分 算式 . 279 . 


于 是 
lim 1 ImMi2(A 十 这 ) = lm sm ti 
Ee TI_ (入 ) 十 lim MO 十 jw) 
3m 
MI_( 和 ) 一 十 M+ (A+ iy) 
1 ec A lim M+ Im( (im M+ ) NM_ CJ-Re( ln lim M+ Im(1 lim va) 
eh 0 
(™- ORe( te Lim wj (Im lim | 
M-_(N) .Im 人 lim WMA+(A 十 ip)) 
一 
3 2 
(co 一 Rel lim WA 十 i) ) 于 (可 lim WMA+(A 十 i) ) 
几 一 HA— 
=M-_(A) lim ImMi1(A + in), 
HK 
故 


dp12(N) = dp21(N) = M-(A) dpn (A). 
类 似 地 , 可 得 
dp22( 和 ) = M2.(X) dpu1(N). 


对 我 们 的 问题 来 说 ， 
VA+tih (VAtiha) 
lm M_( (wt lim (去 + + ) 
Da VX) 
9a YR 
所 以 由 定理 4.4.4 便 得 


Fes . nea (三 ee 


+yi(z, 》) CA f(t)y2(t, A) )at) M-(Ndpn(\ 
HeA (sOnte Nat) MOVdpu 
+y2(z, 和 ) f(t)ya(t, 入) )at) M2 Ndpu(A\ 
= yn(z, AN) (/ f(t) (yi(t, N) + M-_ (Ny2(t, A)) d t) adpn)) 


+M_ (Nya(z,) ( ye fl) (yt, A) + M_ (Nalt, N)) di a 
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二 人 (yi(z, 和) 二 NM (A)yaz(Z, 和)) 《和 f(t) (yilz, N+M Oyale, D)dt dp11( 和 ) 


_ /VEL 人 f° p(y SLND 0) a (io 
i 相 FO ra) a] 531(VA ) dX 


=3/ Virion (f fv at) dy 
小 Ne Ws f(t)VET, (AH di a 


这 就 是 (0, co) 上 的 特征 展开 一 一 Hankel 公式 . 
类 似 的 方法 可 以 考虑 0 < v < 1 情形 . 


4.5 Hermite 微分 算式 


M= -D+zx?, ZE€(-o00,00). 


+oo 是 M 的 两 个 奇 型 端点 , 因为 q(z) = z2 下 有 界 ，M 在 这 两 个 奇 型 端点 处 
都 是 极限 点 型 的 , 由 Kodaira 公式 , To(M) 的 亏 指数 是 (0,0) , 这 说 明 To(M) 本 身 
是 自 伴 算 子 . 


4.5.1 Weyl 函数 的 计算 
定理 4.5.1 设 M=-D2+olz)，ze(-coco), 如 果 g(x) 是 偶 函数 , 则 
M+(A) = 一 M-(A). 
证 明 ”如 果 vy(z) 是 My = xy 的 解 , 则 y(-z) 也 是 解 . 车 
My = Mi, 
yi1(0) = 1, 
y1(0) = 0， 
则 h(z) = (一 z) 也 满足 它 , 所 以 yi(z) = 1( 一 2), 1 是 偶 函 数 . 同 理 , 若 
My2 = Xy2， 
y2(0) = 
y2(0) = 1, 


则 k(x) = —y2(—7) 也 是 此 Cauchy 问题 的 解 , 故 yo(x) = 一 y2( 一 2), y2 是 奇 函数 . 这 
样 便 可 以 取 特 殊 的 w, 2 /6,7， 


a=—b,; 有 = 一? 


4.5 Hermite 微分 算式 -RY 


于 是 
7 ( ) a cotByi(—b, 入 ) yi(—b, 入 ) cotyyi(b, 入 ) 让 yi (b, 入 ) 
2 cotBy2(—b, 入 ) ys(—b, 入 ) cotyy2(b, 入 ) 夺 2 (b， 入 ) 
—mz,(N), 
因此 


Wy = 
由 于 Hermite 微分 算式 的 g(z) = z2 是 偶 函 数 ，M_(A) = 一 M (A), 只 需 计算 
M+4( 和 ) 即 可 . 因为 M 在 oo 处 是 极限 点 型 的 , 所 以 


全 
则 
£2 
y 二 8 三 澳 
3 2 
Ve 
WV =e 72—2re 7T2 —e FZ+|we Tz, 
代入 方程 得 
2 —2zz' + (A—1)z=0. 
下 面 考虑 围 道 积分 


s(n) = 人 人 人 dk 
避 
其 中 , 曲线 C 如 图 4.1 所 示 . 


取 imn5 的 一 个 分 支 , 使 得 它 在 右 半 轴 上 为 实 值 , 由 于 e-*-46C-3-# 在 CC 包含 的 
区 域内 解析 
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入 


z/(z) — 272 (7) + (A— 1)z(z) = em = ot (NX de, 


可 是 


TS 本 一 十 2z6C 十 (入 一 1))， 
% -2z+0-1- | -2 ( 8 
于 是 | 
ve) =e | e403, 
Le 
Je =| E26 -dd = / 0 (4) tad|. 
e 一 本 十 Z ez Jo 加 
当 w 一 0o0 时 ， 
0 
€ 
2 有 a 
} Ee 二 cos2pc dp < oo， 
0 
所 以 
ly(ol = O (ee), ZX 一 oo， 
因而 
y € L?[0, 0%), 
: 入 
= 攻 人 二 和 友 
y'(0, 入 ) fs 2 6 
M:(N) 和 
y(0,N) | .oe* C2 2 
(8 
¢ 绕 0 转 一 圈 ， 


让 = 一 0 即 得 
-人 eitiact | ei27(— 妾 +)e—# C 一 全 二 二 dC 
0 


0 
M. (A\)= 05 3 
:> 人 icc asa { or-4-de-icc-a-3dc 
0 0 


人 et (和 3 1) dé 

0 

ee (的 1) dc 
0 


了 


4.5 Hermite 微分 算式 


1 -~2 入 > 
| @ 2 CC 2+3de 
0 


D9 1 ~*2 入 
人 CS C3 3d 
0 5 


可 是 a we 
FT(A) = ee ei 1 / Ge (§) 二 
-去 让 
于 是 
故 
a a 
M+(N) = (i 站 M- (AN = xr( 本 
那么 
1 上 
Ai(A) 了 三友 WE 
Miz(A) = M21(N) = 0， 
Fl 
oo- 
FT(A) 没有 零点 , 它 的 简单 极点 是 0, -1, -2,…… 所 以 Maii(A) 有 简单 极点 
= 1 
二 下 下 下 过 看 本 2 


而 M22( 和 ) 有 简单 极点 


人 
这 表示 o(To(M)) = op(To(M)) 


= {2n 十 1|n = 0,1,2,…}, 而 特征 展开 为 
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19=/ mea (frm Nea) don) 
tuo Nd (feOwl Nat) dpa 


= Qnyi(z, 4n + 1) 由 f(t)yi(t, dn+t1)dt 


如 三 0 


十 》 Bnya(z, hn + 3) J f(t)yalt, 4n+3)dt, feL’(—o%,o00). 


We 


4.5.2 ”Hermite 展开 


也 


为 了 将 展开 式 具 体 化 , 需要 求 对 应 于 特征 值 的 特征 函数 . 由 于 zx = 0 是 方程 


z  —2zxz’ +(A—1)z=0 


的 正常 点 , 故 按 Fuchs 理论 , 它 有 形 如 》 ,anz” 的 解 . 代入 方程 得 


n=0. 

OO oo oo0 

> n(m=1l)janv™ 一 2 WY ri 十 (入 一 1) a = 

= 矶 三 于 间作 
故 

2as2 十 (入 > 1)ao S20 

(nt+2)n+1)ant2 — 2nant+ (A—1)an =0, n=1,2,.…, 
. 2 入 

十 1 一 
a a A 
Wh 


当 入 = 2n 十 1, n==0,1,2,:: 时 , z(z) 是 一 个 n 阶 多 项 式 , 于 是 得 
y(2) = 6- z(z), 
它 是 平方 可 积 的 , 是 对 应 于 和 = 2n +1 的 特征 函数 , 记 之 为 
e- 扫 H(z), 
通常 称 作 Hermite 函数 , 不 难 算得 


Ho(z)=1, Hi(x)=2z, H2(z)=472—2, Ba(z) =8z3 一 127， 
H(z) = 16z4 一 4822 十 12. 


于 是 展开 式 变 成 
(8B) 3 (CC 四 F(t) -所 (t) dt 6 Et{=0008); 
> re md) 


4.5 Hermite 微分 算式 


Cn 与 f 无 关 . 为 确定 起 见 , 取 f(z) =e- 宇 H(z) 可 得 


由 于 


即 


另外 考虑 展开 式 


从 展开 式 可 得 


和 


Cn+Hi(Z) 一 2zCn(z) 十 20Cn_i(Z) =0,， n= 1,2,.… 


即 


于 是 


H’ — 27rzH’ + 2mHm = 0, 


J i 本 
e ?万 4 一 2ze 7 万 /十 2me-7 万 一 0， 


一 (e- H’) = 2me-”*’ H,, 


—t2 人 己 Cn(Z) nn 
w(x,t) 三 洁 t 十 2 Se 
@ 
= 2ty, 
> = (—2t+ 27)Y, 


Cn (DD) Cn) 三 2 和 


Orn = vO 0 


Ca 一 2C — 2z0% 十 C0 = 0, 
Cu 一 25Cn 十 275Cn = 0， 


这 表明 Cn = Hn, 因而 有 递 推 公式 


太一 一 2770 Ls 


》 


285 . 


0 第 4 章 例 子 


故 
1 时 到 _a2 
a 和 人 到 7 和 风 天 R 的 全 


而 [Re Wily | = 让 9 …} 是 [2( 一 00,o0%) 的 规范 正 交 基 . 这 就 是 所 
谓 的 Hermite 展开 . 


4.6 Laguerre 微分 算式 


2 
eh 
下 
表面 上 看 , 0 和 co 都 是 奇 型 端点 . 
4.6.1 To(M) 的 亏 指数 
zx? 1 :2 
令 t= TV) = Ye wie) 则 
0 二 a 1236- 营 应 
2 4 2 
i 本 3 - 窟 和 1 -Ly 
u (7)= 7377 e y 2/ 站 y 本 
站 
一 =~2Z2e 581 十 一 Z2e 8Yy 
Mu = Xu 变 成 
2 
一 Se = 人 赴 ze 全 一 入 z 羡 e 一 宇 /， 


即 


4.6 Laguerre 微分 算式 . 287 . 


这 便 是 常 说 的 Laguerre 方程 . 
按照 Fuchs 理论 ,上 = 0 是 正则 奇 点 , 指标 方程 是 


p(p—1)+p=0, 即 p=0，, 


所 以 一 个 解 是 
| Yi 二 》， tnt 
n=0 
代入 方程 得 
> n(n+1)antit” 十 pm 十 1)an+it 一 mant 十 入 > ont: 
1 n=0 = n=0 
比较 系数 得 
n—A 入 
Cl m1 


所 以 
CC ye Ny 


nl2 


根据 系数 的 递 推 关系 , 当 n 充分 大 时 , an 同 号 , 不 妨 假定 都 是 正 的 , 则 当 ”> N 时 ， 


Qn 一 Q0， 物 二 入 


C 
Qmn 十 1 之 Nii 6 区 > 7， 
那么 
anpt* >ant™ 十 2 CNtNT1 FR 
Pe N+1 (VN FI To) 
区 a (ee 
vie (c hb 
这 表示 
YW1=0O (e®) 
1 2Z2 22 cz2 工 
ui(7) = rie sy (5) =0 (Vzes -至 ) 


所 以 当 x 充分 大 时 , wi(z) > 1, 因此 
wi EL2(0; ), 但 wiED( ,06). 


考虑 方程 的 与 ul 线性 无 关 的 解 , 由 Fuchs 理论 知 与 yi 线性 无 关 的 另 一 解 为 
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t 
w= | z(s)ds + Yiz, 


i ds 二 22 十 骨 各 


代入 方程 得 
tyi1z+ (1 —t)yz+t 2tyz = 0, 
色 十 (3 好] =0 
t Y1 
解 得 
z= -et L 
t 到 的 
故 t 
由 于 
e 1 
ME 
故 


y(t) ~ lnt, t=—=0, 
:4 人 工 
VU2(Z) 一 Zze 5 Yo (5) ~7xX2lnx, xX—0, 


uz E L2(0, ), 由 此 可 知 0 点 为 极限 圆 型 , 其 实 0 是 个 正常 的 点 , 而 oo 处 为 极限 点 
型 . 所 以 Tb(M) 的 亏 指数 是 (1,1), 它 的 自 伴 延 拓 的 定义 域 由 9(TI(M)) 中 满足 一 
个 在 co 处 的 边界 条 件 界 定 . 
4.6.2 To(M) 的 自 伴 延 拓 开 有 纯 点 谱 

引 理 4.6.1 设 M = 一 D? 十 g(x), zeloco), 其 中 ， lim qa(7) 二 十 oo, 则 对 任 
何 入 ,方程 My = xy 的 非 零 解 y(z, 入) 都 只 有 有 限 个 零点 . 

证 明 ”因为 im q(x) = 十 oo, 所 以 对 任何 有 xz、 使 得 


和 A 和 —a(x) <0, ze [za,o0). 


于 是 由 Sturm 比较 定理 , y(z, 入 ) 在 |x, 00) 上 至 多 只 有 一 个 零点 . 可 是 由 解 的 存在 
唯一 定理 , 非 零 解 y(z, 入 ) 在 [0,zx) 上 也 只 有 有 限 个 零点 , 故 得 . 


4.6 Laguerre 微分 算式 “289 . 


定理 4.6.1 设 M = 一 D2?+g(x), x € [0,oo), 其 中 ， Jim gq(7) 二 十 oo0, 则 TD(M) 
的 任何 自 伴 延 拓 7T 都 有 纯 点 谱 . 
证 明 ”vb > 0, 在 [0,8] 上 考虑 自 伴 算 子 
T= TM)|g0r,), 
2(Ts)= {f € DTIM))| sinaf(0) — cosaf’(0) = 0,cosBf(b) — sin Bf'(b) = 0}. 
给 定 有 限 区 间 4, 设 T; 在 A 里 的 特征 值 个 数 为 Ns(A), 如 果 集 合 
{No( 人 4)15 > 0} 无 界 ， 


由 于 a(B) = 6y(Ts) = {A In= 1,2,…》, 按 Sturm 振动 定理 , 对 应 于 Xe 的 特征 
函数 yb (z, 和 4)) 恰 有 nn 个 零点 , 于 是 会 有 这 样 的 和, 和 在 4 的 右边 , 使 得 My = Xy 
的 解 y(z, A) 的 零点 有 无 穷 多 个 , 矛盾 ! 所 以 必 有 常数 CA, 使 得 

NeCA RGA SQ. 


设 ps() 是 对 应 于 ZT 的 谱 函 数 , 它 的 跃 点 是 和 0, 所 以 pe(A) 在 4A 里 的 跃 点 个 
数 < Ca, 故 po(A) = ,lim pp,( 和 ) 在 4 上 也 只 有 有 限 个 增加 点 , 这 表示 T 有 纯 点 谱 . 
4.6.3 ”To(1M) 的 自 伴 延 拓 工 的 特征 值 与 特征 函数 

由 4.6.1 小 节 中 yi(t) 系数 的 递 推 关系 , 如 果 入 =n, n=0,1,2,…, 则 wn(t) 是 
一 个 n 阶 多 项 式 . 因为 


(—n+n m1)(-—n+i+n om 2):.…(—n+t1)(—n) Sd (—1)” 


a 二 
nl!2 nl! 


n2 n 1 
a 一 (一 二 2 一 ! 全 人 
ER 人 (im 


Q0， 


所 以 


yi(t) = 过 tt 十 的 A 十 [ re 于 2 于 1 


由 于 
et(tre t)(") =et D(C-D)"™* 人 人 (站 二 (mk 1 tet 


k=0 
n 


sy (Ce (和 ro 一 了 (一 天 十 Tt 


k=0 
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n(n—1)..….(n— 2 


0 全 1 
2! 


=nl (SS t" 十 也 De 十 位 I tr 2 十 .… 十 1) ， 


由 
Zn 的 一 本 eltne 人 


称 其 为 Laguerre 多 项 式 , 不 难 算得 


如 十 … 十 ml 


tk 


记 


1 


ft 1 
a(t) = Bt 十 9 妇 一 184 十 6)， La(t) = a — 16t3 + 72t2 — 96t + 24), 


因为 n> 时， 

[ et) t= 二 (tre)et(te Yat 

0 "0 

nl Jo 
= NR ee 
ee -| (tre t)™ dt =0, 
V2 0 
所 以 
Se 0. sn ] AR 
人 sat | ~ 人 fe 

于 是 


. 2 
{etLn(d) In = 0,1,2,…}， 色 {VE 3) 


n=012..} 
是 L2[0, co) 的 规范 正 交 基 . 特征 展开 是 


7 全 人 i Ober GE) a VIL (#) Ee 0 sk. 


n=0 


第 5 章 。 奇 型 任意 阶 情形 自 伴 微分 算 子 的 谱 论 
现在 考虑 任意 阶 的 对 称 微分 算式 
1 三 > pit), rz € (a,b) 
k=0 


在 L2(a,b) 生成 的 最 小 算 子 TCM 


) 的 自 伴 延 拓 的 谱 分 解 . 这 里 pk(z) 是 复 值 函数 
pk E OF(a,b) B pn(z) #0,7 € (a,b). 


5.1 展开 式 定 理 与 Parseval 等 式 


仍然 考虑 用 有 限 区 间 去 逼近 区 间 (a,b). 设 6= [6,0] c (a,b), T; 是 To(Mls) 的 
自 伴 延 拓 , 其 定义 域 为 


9(IT5) ={fes92TOM))IC5F = 0}, 


这 里 0sf = 0 表示 刻画 9(75) 的 边 条 件 
Usjf 三 3 (Majef HD ( 1 (@) + Nasjrf *-— J ] sD yy2y < Nn 
k=1 


设 [Asx|k = 1,2,…} 是 工 的 谱 集 , 相应 于 和 jk 的 规范 化 特征 函数 是 ypsx, {psxr|k = 
1,2,…} 组 成 了 ?2(6) 的 规范 正 交 基 , 对 任何 的 w€ L? (6) 都 有 Parserval 等 式 


lw 性 = 2 Iu pan)sl 
k=1 


b 
lull? = L hati 
a 


b 
(WU, Par)s = 上 u(zT)Ppor(T)dY, 
取 CE (a, 0), 设 Xi(0 A 了 全 1 “i 是 Cauchy 问题 


My= Nl 
ye (6 A= jk k=1,2,..,n 
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的 解 , 它们 是 线性 无 关 的 , 所 以 


pi = > rapj Xi(*, A5k). 


al 
于 是 
lllg= 2 lu, pan)sl 
k=1 人 
二 (二 /RE 区 Xs(Z, Mk)d = 人 二/ 7)Xi(T, Aik)d | 
k= 
令 一 
oj = /va 到 区 dz 
则 
lul3= >, 人 本 Tks95s (Nsk) ) ba Ta 
一 1 b= 
= 和 s (Nsk)g6t (Nk ) TERsT oR 
丰 二 二 二 
= 》 >》 gs(Nk)gst(MNk) Tame 
dt=1k=t 
在 实 轴 上 定义 阶梯 函数 psis, s,t 二 1,… ,n 如 下 : 
pits(A 十 0) 一 pits(Xik 一 0) = T5mat7F5mms， 


特征 值 Xik 是 这 些 阶梯 函数 的 间断 点 , 不 妨 假 设 psts 是 右 连续 的 且 psis(0) = 0. 


psis(Nsnt0)—psis( Xsr—0) 


于 是 
B= yo 


99 = 


记 ps = (psts( 和 )), 这 个 矩阵 有 下 列 性 质 : 
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(1) ps; 是 Hermite 和 矩阵， 


pits( 入 ) 至 入 TomtTéms 一 > TmsTomt 一 D5st( 入 ); 


Asm& 入 Mem <A 


(2) 如 果 A = (和 ,, 则 ps(4) = psl1) - ps(A) 非 负 定 ， 


ps(A) 一 (psts(A)), psis(A) 3 沁 TémtTéms, 


M8<NMNm<h 


C= 


n 
2 > > TémtT6msTsTt 
入 人 < 入 5mm 委 几 t,s=1 


2 
之 0. 


Nn 


> Teémt Tt 


6=1 


A 和 <AMsm rh 
(3) 在 和 的 每 个 有 限 区 间 上 , 特征 值 没有 有 限 聚 点 , 故 psis() 是 有 限 的 阶梯 函 
数 , 因而 是 有 界 变 差 的 . 
当 6 一 (a,b) 时 , ps 是否 有 极限 ? 
定理 5.1.1(Levitan, 1950) ” 设 (1){6} 是 一 串 趋 于 (a,b) 的 闭 子 区 间 ; 
(2) Usf = 0 是 对 应 于 自 伴 延 拓 T; 的 定义 域 的 边界 条 件 ， 
则 从 {6} 中 可 以 取出 一 个 子 序列 {6;}, 使 得 


了 一 00,6; 一 (a,b), 2 ps;(N) = p(N\). 


矩阵 p(X) 也 具有 上 面 提 到 的 p(X) 具有 的 3 条 性 质 . 
证 明 “(1) 对 任何 的 > 0 , 存在 与 5 和 Ui 无 关 的 常数 M(/), 使 得 对 一 切 闭 
子 区 间 5 和 1<t,s<n 都 有 J ldpsts (| < MO 


(i) 只 要 证 明 1 ”dpsu() < M(p) 即 可 
因为 


2 


> TomtTéms 


Asm== 和 54, 对 mm 求 和 


< ae 


Msm= 和 sl 
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所 以 
几 
2 paeCI=2 Dromirsmsl < 于， (rantP+lrame 站 
—p 


—HSMmEr —HSMmEr 


三 人 dpsi( 和 ) 十 人 dp5ss( 入 ). 


器 上/ i wt 


XD(z, 和 ) 在 |z 一 c| < &I 和 | < yp 上 连续 , 而 x (c, 和 ) = 6jk， 对 于 每 个 
Xe [pl, 存在 hs, 与 mo, 使 得 c < x c+hao, | 和 一 Aol < mo 时 ， 


(k—1) 1 
Xs (B,C— 性 


{(Xo 一 mos X40 +mojlXo e [一 pp 加 } 盖 住 了 [一 岂 赂 ， 利用 有 限 覆 盖 定 理 , 可 知 存在 
hh 之 0, 使 得 当 c < xz<c+h 时 , 对 一 切 Ae [un] 都 有 


i = | < i 
A 5 cth 
到 (区 ' 非 负 , ff 全 Ge (6b), suppf © (6@ et 且 站 flz)dz=1， 对 函数 
(一 1)m-1f(m-D)(z) 用 Bessel 不 等 式 得 
k 
eee > D)™1Fe"D, ga)sl . 
设 右边 只 含有 那些 特征 值 在 [4] 内 的 特征 函数 , 于 是 改写 得 


I Per- D(z) Jaz we gs(N)gst(N)dpss(N), 


Ws t= 
其 中 ， 
c+h Ss 下 
二 网 三 上 (CDm-i7m-D(z)XC dz 
/| po Ve ds, 
于 是 对 一 切 入 E [一 几 川 ， 


c 十 me c+h 所 
om-aml-| 让 FO To Naz = 下 Gam F(z)dz 


1 
dz < 一 六 


< Fo DN -sm < gr 
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这 样 
{3 somadpses) 


B=1 


> {losm OF dpsmm(N) — {3 leo lapsa ON) 


s 或 tm 


V 


2 几 bh 
Qs) {aesmn -3 Bless gs (apsss() + dpsul)) 


= s 或 tzm 


区 四 
1 一 Es) 站 dpimm(- 人 > > |gss (A)| |gsz(A)| dpsss (和) 


人 tm s=1 


( 

0 wu- laps. 
( 
( 


TN n—1 1 Was 
二 而 ) /ti) De) 
| ~ 


1 I = 六 1 
Ee 寺 关 (+ ) . 故 


6n2 ~ 2’ 6n2 6n2 了 6n22 dn’ 
1 f+ 1 /eo 

t 式 >3/ dpsmm)N) -i /| > dpiss(A)， 
一 凡 加 一 s=1 


将 对 应 于 m = 1,2,… ,n 的 不 等 式 加 起 来 便 得 


nN 


i Lf et 2 
d (A Ne d SS 入 ) < Pa d 》 
3/ ,Du ) -3 ,Done pn -| dz 
即 
/i 多 cth | 2 
三 Daomm0) < 4 人 Po2G| dz= M(), 4 与 4 是 有 关 的 ! 
hm=1 m=1"¢ 
(2) 根据 Helly 选择 定理 , 存在 子 序列 {6;}, 使 得 


y= 07 Ss (a, b), en: ps; (和) 一 P(A). 


当然 , 极限 矩阵 p(A) 也 具有 每 个 ps(A) 所 具有 的 那 3 条 性 质 . 
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考虑 空间 L2(-00, co). 


D> gs(A)ge(A)dprs(A) < “| 


全 
EL 


(由 于 p(A) 具有 的 性 质 (2), 这 个 积分 定义 了 一 个 内 积 !). 


gs() 是 p 可 测 函 数 且 19 


定理 5.1.2” 设 p 是 定理 5.1.1 里 确定 的 极限 矩阵 , 对 任何 fs ZL?2(a,b), 存在 


g e [2( 一 00, co), 使 得 若 


g6;s (A\) 二 f(s (5 A 


则 
中 lw 中- 
上 且 有 Parseval 等 式 
fl = llglly, 
和 展开 式 


/四 = /Dx Vo)dpal), 


We 


b 
等 式 在 [2(a,b) 收敛 意义 下 成 立 , 这 里 g.() 是 g 的 分 量 , 把 它 记 成 F(a 


证 明 ”这 个 证 明 与 定理 3.8.1 与 定理 3.8.2 的 证 明 类 似 . 
(1) Parseval 等 式 . 

(i) 设 Fe C8 (a,b). 

对 于 充分 大 的 j, suppf C 6;. 于 是 


b oo nN 
| Par = 太守 waooe( 


其 中 ， 
b Ni 
pg 小 Het Rat 
(积分 存在 , 是 入 的 连续 函数 ). 利用 6 上 的 Green 公式 得 


Xi(Z, 入 )dz. 


机 b b a 
Mf(z)xs(7, 和)dz = | f(z)Mxs(s, Ndz = x/ f(z)xs(z, 和)dz = Mgs;s(N), 
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所 以 
/roPaz=- a dal 


st=1 


于 是 , 由 ps,(X) 的 性 质 (2)， 


0< V + 3 95js( 入 )95 g5jt(A)dpaits(》) 
人 + ) | 入 |? gs;s(N)gs;t (Ndps, 0)| 


st=1 
< 在 /ies, 


< 五 


这 说 明 积 分 VM D0 )95t0jdps,ts() 的 收敛 性 关于 j 是 一 致 成 立 的 . 在 不 
等 式 
f(z Pee oe 


4 st=1 


-| 本 g5js(A)g5it(A)dpsits(A) 


s,t=1 


< 证 /nropPaz 
中 让 7 一 co, 利用 Helly 积分 定理 可 得 


| 下 f(z) ldz — [ ee 


4 st=1 


< 在 /iPas 
再 让 4 一 co 便 得 
P= f lar = > 0 dpmth) = loll. 


(ii) 设 fe L?(a,5), suppf 紧 . 
由 Friedrichs 软化 定理 , 存在 {fi} C CF (a,b), 使 得 im | 大 一 中 =0, 那么 


上 本 二 人 5 (gO — gO ON GO) — gf OdpesO) 


s,t=1 
-ls 四- 
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其 中 ， 
b i 
gfm(A) = / Nn 
(积分 存在 , 是 和 的 连续 函数 ) 因为 {f} 是 基本 列 , {g0} 也 是 基本 列 , 由 [2(o0, 00) 
的 完备 性 , 存在 ge [2(_oo0, oo0), 使 得 
im le™ -ol ,=0. 
于 是 


m00 


因为 f 只 是 在 有 限 区间 上 不 为 零 , oh (和) 的 积分 仅 在 有 限 区 间 上 进行 , 在 此 区 间 
上 用 Schwarz 不 等 式 , 注意 到 强 收 敛 必 弱 收敛 , 故 得 


2 

2 : 

A = lim fm = ,lim |ge| = loll. 
7 一 OO p 


sim dN) = { foe ar, sl 
再 利用 Riesz 定理 , 平均 收敛 可 取 到 子 列 p.p. 收敛 , 故 
gs( 入 ) = { tet ar, EN 
(六 ) 设 f € L2(a;b). 


,EEA 
Fa = | 0 ZE (a,b)\A, 


则 
b 
gt2(A) = . fa(z)xs(x, 入)dz = jz)Xs(zZ, Ndzx, s=1,2,...,n. 
由 2 
jg = 
知 {9(4)} 是 基本 列 , 存在 g e L2( 一 00, oo), 使 得 


sm, | -中 = 
p 


A—;(a,b) 
于 是 ; 
= lim, al = din, lS, = tal 
而 等 式 


b i 
gs(A) = ) F(Raln, A di. B= 2 


5.1 “展开 式 定理 与 Parseval 等 式 . 299 . 


按 L2(—o0, 00) 收敛 意义 成 立 . 
(2) 展开 式 (特征 展开 ) 


f(z) 请 Se Xs(T, A)9t(A)dpst(A) = Lim "2 Sy” Xs(Z, 入 )9t( 入 )dpst( 入 )， 


s,t=1 A st=1 
等 式 在 L?2(a,5) 收敛 意义 下 成 立 . 
由 前 面 证 明 的 Parseval 等 式 , 利用 极 化 恒等式 
4fi= I+ fo -If fo +ilfit+ifol -|fi — if2l) 
可 得 广义 Parseval 等 式 


[ fi(w) jdz = 有 Sap 


0 


其 中 
gt (A) = | (Ra Nd T= 1 


5= D> lo Na )dps(A)， 


由 于 积分 在 有 限 区 间 上 进行 ， 这 是 一 个 z 的 连续 函数 . 设 P es [2(a,b), suppP 紧 ， 
按 (1), 与 PP 对 应 的 成 (一 00,o00) 的 元 素 记 为 Q. 因为 suppP 紧 , 下 述 积 分 有 意义 : 


[me )P(z) Pjae= (三 es )dpst() ) ECzjdz 


=- 二 a P(x)xs(z, Ndzjdps(A) 
对 、 
ls 


t=1 


另 一 方面 , 由 广义 Parseval 等 式 


1 
9t( 入 )@s (和 A)dpst( 入 ). 


jejdz= 帮 5 wad 


905% 


[ vw- fa(z)) Pz) jo (f+ + ) Ea Nas aps)) 


于 是 
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利用 Schwarz 不 等 式 得 


2 


b 
Ch = pt) ja 


<([ + 3 gi (Ngs (Ndpsi(N) . 二 + Qi(A)Qs (Ndpst(\) 


—A OO n Pe 本 而 
< [i + | Nga ?eg 》 Qi(NQs Ndpst(N) 


3 


取 
P(x) = | f(z)— fa(z), z€ [a,P] Cc (a,b) 
ey e (a,b)\[os A 
则 有 
2 
fe) -fa as 
三 站 Sa 

即 


lf(z) — fa(z)| dr < a + 六 9 gt(A)gs( 和 A)dpst(A)， 


闪 渤 二 站 
右边 与 a, 6 无关, 所 以 当 a a, 6 5 时, 可 得 


ed co n a 
外 pe ( 人 攻 jw. ] YS gg dpas(N). 


这 样 当 4 一 co 便 有 
Jim lf -fa =0, 
故 
f(7) = lim falz 4 学 Xs(Z, 和 A)9t( 和 )dpst(A)， 


a 


等 式 按 (a,b) 收敛 意义 成 立 . 


5.2” 逆 变换 定理 , 谱 和 矩阵 的 唯一 性 9300F 
人 


5.2 逆 变 换 定理 , 谱 矩 阵 的 唯一 性 


从 5.1 节 中 可 知 o: L2(a,b) 一 到 (-ooco),of = 9 是 一 个 等 距 线性 映射 , 它 是 
一 个 酉 映射 吗 ? 即 o 是否 为 满 射 ? 
引 理 5.2.1(Levinson) 设 ge 蕊 (一 00, 00), 即 


太 0 


eos $=l 


令 fa(z) = 人 DD xe(z, No(Naps(N( 这 是 一 个 = 的 连续 函数 ! ) 则 存在 fe 


A st=1 


L2(a, 0), 使 得 在 L?(a,5) 收敛 意义 下 ， 


Lm j= 
且 
I? < li. 
证 明 设 Pe L2(a, b), suppP 紧 ， = Z2(-oo,oo) 是 它 对 应 的 元 素 . 
b 
Plz)fa(z)dz = ( s(7T, A)g: (和 sj d 
/ 4 = (Da pst(N) | P(x)dz 
A nn 本 二 
之 wi Xsl®, Neja) dpst(A) 
-=f > wWEBGJaos() 
4 st= 
当 B> 有 时， 
3 a jn ) > )G。( 和 )d st( 入 )， 
上 B A 7z)) Ee a 2 2 Gay) p 入 ) 
于 是 


2 


b 
| Ot ~ J ds 


3 yg gt(N)gs (Ndpsi( 可 se Gi(A)Gs (Ndpsi(A\ ) 


8 这 三 于 
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at=1 


1 we 人 gs)dpss(N) : ) IP(z) dz. 


B 兄 
+:( > 9:(Ngs Ndpst(A oj 人 DB Ane GaneO] 


= 


令 
6 | i dd ah 
ze (a,b)\o, 有 
则 得 
2 
[a |fp(z) — fa(z)l dz 
ee B n a 
- (六 l ) Daal Heze) — falz)l dz, 
所 以 


Bb 一 4 nN 
炎 ee ee A I + i 


(如 果 取 4 = 0, 则 fp € LI?(a,6)!) 上 式 右边 与 a,6 无 关 , 故 


ma — fa(z)| dz < (f+ EE 5 >》 9i(A)gs(AJ)dpsi(A). 


这 表示 {f4} 是 L?(a,b) 的 基本 列 , 所 以 存在 fe L?(a,6) 使 得 
Lim fa=f 
如 果 在 前 面 的 不 等 式 中 取 4 = 0, 让 B 一 co, 则 有 | < 19|2. 
所 以 在 [2(a,b) 收敛 意义 下 ， 


| S™ wo pa 


一 


引 理 5.2.2 ” 设 对 某 个 岂 Imy 夭 0, 方程 


My= LV 
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在 到 (ob 中 没有 非 零 解 . fe Z2(a, bg e L2(--o00,o0) 满足 


rej=| et 


人 
等 式 按 L?(a,5) 收敛 意义 成 立 , 则 方程 
My— ny=f 
在 L2(a,b) 中 有 唯一 解 
Fa= /SED ado) 


一 ooe gs t=1 


等 式 也 是 按 L?(a,5) 收敛 意义 成 立 . 
证 明 (1) F 的 存在 性 . 
对 和 的 有 限 区 间 4, 令 


jn 四 = 人 > x oOapu()， 


上 


Falz) = 人 >- Eg dpul%) 


st=1 


由 于 A 有 限 , 显然 有 
(M —p)Fa = fa, 
按 假定 
oh fa=1, 
. 1 | 
1 = 站 » 故 各 & 成 (一 00,o0), 根据 Levinson 引 理 , 存在 F € L?(a,b)， 
li Fx 
4 一 (一 oo,oo) 
(2) 是 解 . 
因为 


(M — HW) Pa = fa 
由 常数 变易 法 , 存在 连续 函数 gs(z),s = 1,2,… ,n, 使 得 


Pals) = CsAe(o) + Dxolest) 三 ojadr 
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其 中 , c € (a,b) 是 初 值 选取 处 , Cs(A)(s = 1,2,… ,m) 是 常数 . 对 固定 的 xz， 


了 0s(T)fa(T)dT — [i Gs(7T)f(7T)dT| < (/ pnP ar) lfa = f= 0, 


而 Fs 在 L?(a,b) 中 收敛 到 F， 由 Riesz 定理 , 存在 A 的 子 列 ， 使 FaA 几乎 处 处 收 
敛 到 F, 所 以 存在 4 的 子 列 , 使 得 对 几乎 一 切 z， 


4 一 (-co,co) 


lim 2 Os,(A)xs(z, 14) 存在 . 


但 是 Cs(A),s = 1,2,… ,n 与 zx 无关, 而 xs(z, 由 ,s = 1,2,… ,n 线性 无 关 , 在 有 限 
维 空间 里 , 收敛 就 是 坐标 收敛 , 故 


Cte A) SEE 


存在 . 这 样 对 几乎 一 切 2 便 有 
-ce )xs(i 问 jo A 


右边 是 x 的 连续 函数 , 所 以 上 述 等 式 点 点 成 立 . 显然 , 这 就 是 常数 变易 法 得 到 的 公 
式 . 因此 下 是 方程 
(M—py=f 
的 解 . 
(3) 下 唯一 . 
因为 Fe L2(a,b), 所 以 如 果 解 不 唯一 , 则 (M 一 10)y = 0 将 有 非 零 的 三 (ao 中 
解 , 这 是 不 可 能 的 . 
定理 5.2.1 ” 设 方 程 
(M+tijy=0 


没有 非 零 的 L?2(a,b) 解 . 对 任何 g e L2( 一 00, 00), 存在 1 e 到 (oa 中) 使 得 在 L?(a,b) 
度量 下 ， 
ja 人 5 ~ oe, Nort)dpa(%), 


六 


其 中 ， 


等 式 按 L2( 一 00, co) 的 度量 成 立 . 
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注 在 n=2 时 ,方程 (M 土 i)jy = 0 没有 平方 可 积 的 非 零 解 意味 着 算 子 To(M) 
在 a 与 5 都 是 极限 点 的 , 它 的 亏 指数 是 (0,0), To(M) 本 身 就 是 自 伴 的 . 所 以 在 这 种 
情形 下 , c : L2(a,b) 一 太 ( 一 00, 00),of = 9 是 一 个 西 映射 . 但 是 这 种 情形 究竟 对 应 


着 To(M) 的 什么 样 的 自 伴 延 拓 , 并 不 是 清楚 的 . 


证 明 ”(1) f 的 存在 性 可 由 Levinson 引 理 得 到 , 由 定理 5.1.2, 对 这 个 f, 又 存 


在 Je 已 (-co,oo), 使 得 车 记 


ga) = | Fae Vas, s=12, ,nm, 


则 
lim 
7 一 oo 
且 
| = llgll,. 
同时 车 记 
=/ 2 Xs(Z, 入 ) 和 (入 )dpst( 入 ). 
则 有 
oo) 医 - 诈 eo 
“下 面 要 证 明 的 是 lg 一 列 。= 0. 
(2) 根据 Levinson 引 理 , 若 记 
dsj > Xs(z, Mg (Ndpst(N), 
Se 
则 
加 fa f=0. 
由 引 理 5.2.2, 方程 


(My 二 4 
在 L2(a,b) 中 有 唯一 解 已 其 形状 为 


F(z) i er Xa ns (Ndpst(N) 


os esl 


- EEN)dpn) 


Nn 
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类 似 地 , 由 于 
oo 
所 以 方程 
(M—i)y=Ff 
在 L2(a,b) 中 也 有 唯一 解 
RD)= 人 EN dpal)) 
DD yb 
= Eapal) 
D9 =l 
照 此 下 去 , 由 于 
9 
EE 
故 方程 
(M-i)y= Fo-1, 72>2 
在 L?(a,b) 中 有 唯一 解 
m= 三 并 Sal) 
= 
= > Eo) 
一 
于 是 得 到 
DD Endpu(N =0, p=12 
os 
这 里 7 王 9 一 9m(A) = gi(N) 一 多 (入 ). 


(3) 取 


f(z) = Xreetwd](z) 二 | 
则 fe L2(a,b), 按 定理 5. 


由 (2), 在 L2(a,5) 中 ， 


也 


小 到 


st=1 


1, xz€[c,c+tw), 
0, Zz ¢ [ce,c+ wl), 
1.2, 记 它 对 应 的 元 素 为 PE L2( 一 00, oo), 则 


c+w 
(A) / Xs(Z, 入 )d7z. 


Xs(Z, 入) 


= 1,2,.…, 
(二 让 


Tri( 入 )dpst( 入 ) 一 0， 
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所 以 对 f(z) == X[c,c+w]， 它 弱 收敛 到 0， 即 


fre a > KE) eAapa(X ) dz 


= 人 > Too)r(Ndpst(X) 一 0 


也 就 是 说 ， 


Ww 
Tr dpai() 0 pe 


由 于 7 € L2(-00,00),T € L2(—o00, 0%0), 所 以 当 Imw > 0 时 , 积分 
[3 Wap 0) = HD 
2 sb 


1 


有 意义 并且 是 上 半 平 面 的 解析 函数 (| 二 | < Ti 


) ， 因 为 在 i 的 邻 域内， 


1 
sp 
NHl>3 


< 2 》 [TO rN), 


SET 


到 (Auw) w) 
D> Fn 


六 二 


a |,Oy)| me)1apai(%) < oo (绝对 可 积 !)， 


©% st 


5.2 


所 以 在 i 的 邻 域内 , 积分 关于 / 是 一 致 收敛 的 , 可 以 在 积分 号 下 求 导数 , 这 样 由 


Oo Nn Ow) 四 - 
1 es | (A 和 —2)? ri(A)dpst (和 ) x p= 人 , 
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便 知 豆 (Aw) 在 点 i 本 身 及 任意 阶 导 数 均 为 零 . 这 样 由 解析 函数 唯一 性 定理 得 
(WO Tp 0: 


类 似 地 , 对 下 半 平 面 也 有 相同 的 结果 . 
(4) 设 h=& 十 im,n > 0, 因为 


由 五 (1) = 五 (n) =0, 得 
0 eg Ww 2 dap) = 0. 
当 入 ,Xz 为 p 的 连续 点 时 , 考虑 积分 
fa 7 D2 EO 2 dp) = 0， 


ek 


由 于 积分 


入 2 
人 IRONao)llreO 1(/ CT dpst(X) 


oO 1 


存在 , 可 以 交换 积分 次 序 , 得 
LL, > T,(N,w)r(N\) (arctan 


ee st 


让 7 一 十 0, 利用 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 注意 到 和 ,M2 是 p 的 连续 点 , 单 点 集 
{和 A1}, {和 A2} 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 为 零 , 故 得 


六 > Ts(M,w)ri(A)dpst( 和 AN) = 0. 
入 


1 ‘st=1 


一 入 入 1 
一 arctan 


> dpst(N) = 0， 


对 w 求 导 数 得 


一 Xale (cn i 入 ) )7e (A)dpst(A) = 0, 
入 1 st=1 


逐次 对 w 求 导 数 , 然后 让 w = 0, 利用 


pa 入 三 。 s,t = 1,2;.…- ) 7 


5.2 ” 逆 变 换 定 理 , 谱 和 矩阵 的 唯一 性 . 309 . 


便 得 
[Sn ja 二 
A t=1 


(5) 设 5 是 ,xs] 里 p 唯一 的 间断 点 , 对 
人 人 


A t=1 


让 和 一 C 一 0,A2 一 (十 0 得 


上 Sd 一 $= 1 
{¢} b=} l 
所 以 对 任何 Xi < Mo, 有 


类 Se (Ndpsi(A\ §=1,2,.….,n. 
[Xa,Xa] 或 [Ai,Xz),(Xi,Xz],(Xi， Xa) 让 1 


这 样 对 任何 的 阶梯 函数 y e Z2(-co,co), 便 有 
Sy Ts(A)7i( 和 )dpst( 入 ) = 0. 


00'S. b= 
由 于 阶梯 函数 在 L2(-oo0, co) 中 稠 , 故 
llyll, = 0. 


定理 5.2.2 ” 设 方程 
(M+ijy=0 


没有 非 零 的 L?(a,b) 解 , 则 谱 矩 阵 是 唯一 的 一 一 即 车 还 有 另 一 个 方 也 使 得 定理 
5.1.2 成 立 , 则 在 p 入 共同 的 连续 点 Xi, X? 上 , 有 


P(N2) — PAN1) = p(XN2) — pOA1). 
注 ” 这 就 是 说 在 p 的 连续 点 和 ,Ao 处 , 有 
Jim (ps;(X2) — ps;(X1)) = p(XN2) — pA1), 
不 管 边 条 件 Us,f = 0 如 何 取 法 ! 


证 明 令 
于， c<7r&ce+w, 
J | 0， ”其 他 , 
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则 f € 2(a,5), 设 对 应 的 元 素 是 T&L2(-00, o0)， 


we 
dA) = . Xs(25 A dz. 


由 引 理 5.2.2, 方程 
(WM =Dy = 
有 了 唯一 属于 L?2(a,b) 的 解 


F(z) = Xestz 全 一 人 用 (Auw)dpst(A) = 人 > 0 pigstA) 
人 So =p—VPon(N = par(M) = Pst( 入 ), 则 与 定理 5.2.1 的 证 明 一 样 可 得 
nD) 
H(n) 和 Ti(X,w)dost (A) 
在 上 下 半 平 面 为 零 . 于 是 


yh aot 和 ee 


和 1 tol 


对 w 求 导 得 


X_n 
人 Dr Naou() =0 eh 
和 


1 大 :i 
逐次 对 w 求 导 , 然后 让 w=0, 利用 x (c 入) = gs 可 得 
入 2 
/ dgsa(A) = 0, 5 
入 1 


即 
和 2 和 2 
J dn) = / re 
和 i 入 1 


PLX2) ~— p(A1) = P(N2) — pO). 
考虑 使 定理 5.2.1 和 定理 5.2.2 成 立 的 男 一 种 情形 . 假使 a,b 中 有 一 点 是 正则 
的 , 如 a 是 一 个 正则 点 , 考虑 [a,05), 则 


6 = [a,0), 
假定 在 a 点 给 了 m 个 线性 无 关 的 边界 条 件 
y Mp0-d (a) =0,， i=1,2,...,m 


j=1 
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这 些 条 件 与 5 选取 无 关 , 即 与 5 无 关 , 把 它 记 作 
UW = 0， 
假设 可 以 再 附 上 nm 边界 条 件 (与 5 有 关 ) ， 记 为 
U2f =0, 
使 得 算 子 TT; 
2(Ts) = {f € BTM|)Vsf = 0(U0)F = 0,U0f =0)), 
Tsf= Mf, f eD(Ts) 
是 To(M1s) 的 自 伴 延 拓 . 存在 着 边 值 问题 


My = Wy, 
UWy=0 


的 n 一 m 个 线性 无 关 的 解 
Px(T, 入 )， 太一 1 2 ,nC—m. 
这 一 点 可 以 这 样 来 作 : 取 一 个 非 退 化 的 nxn 矩阵 尼 = (rjx), 假定 它 的 前 m 行 , 即 


Mia “i: Min 
Mm1 2 Mran 


Em+k 一 


1 | 一 第 m+k 行 
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设 v 是 方程 
Rv =emik, k=1,2,.… ,Nn—m 
的 解 ， 
,的 
v=] 
ol 
令 


ek(z, 和) = 》 wv xsl, 入)， R= 2 ;Nm 
j=1 
其 中 , xj(z, 入) 是 Cauchy 问题 


My = \W, 
yD (a) — Uk k= D2 sm 


的 解 . 则 
pe (a, A) 三 a 与 六 无关! 
于 是 
Mii Min (k) 0 
> 位 
L5 3 | 三 ) 
Mmi Mmmn (CE) 0 
Un 
水 * 
即 


Up = 0， 三 


由 于 RR 是 非 退 化 的 , 而 em41 .… ,en 线性 无 关 , 故 v 中 ,… ,mm) 线性 无 关 , 因 
此 9 Pn—m 是 


UWy=0 
的 n 一 m 个 线性 无 关 的 解 . 此 外 还 有 


| My = 和 y， 


n 
VY rtd = kl Sl NM 


这 样 任何 一 个 特征 函数 ws;, 


Mws; = Niaj) 
Uswsi; = 0. 


5.2” 道 变 换 定理 , 谱 和 矩阵 的 唯一 性 De 


因为 满足 UD 二 0, 而 v,.… ,vm-m) 是 方程 


Mii :1:: Min v1 0 
0 Vn 0 
的 基本 解 组 , 所 以 
wai(a) 和 v0 人 oOk(a) 
> Ci = Cs7l : 
Be oh a) 
3 Nn 
这 样 由 Cauchy 问题 解 的 唯一 性 便 可 得 
Wey(2) = >》， 讽 j021(2 Ney). 


另 一 方面 ， 
Woj(Z) = > TjkXKk(T, M6; ), 


可 以 在 gp1,… ,Pn—m 上 增加 上 yp;_m%w41,… ,pn 使 之 成 为 微分 方程 的 基本 解 组 , 于 
是 Xk(z;, 入 ) -2 sw 人 e 入 ). 对 任何 we L2(6), 由 Parseval 等 式 有 


lw 一 2 1 ws) 


= > (于 而 [ume (i ey Z)ot(z, Ms;)d = 


= >》 95s( 和 5 )95t( 和 A5) )75is75ibb 
其 中 ， 
二 网 二 和 
0 
令 各 。 为 右 连续 的 阶梯 函数 ,使 得 


psts(N5; ) 一 D5ts( 和 5 一 0) 人 FjsTsst, 


Msp=N6y 
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则 
a= {5 go Vamp 0). 
PS BE 
同样 按 5.1 节 , 又 有 
lwll3 = 入 yy Gss (MGs (Ndpis(N), 
2 Tt 
其 中 ， 
Gys(A) = J eye Sas. 
6 
而 Nn 
Wry(2) = 2 TawXp( sy Xs) = rn Dar 1, XA5j) 
k=1 
= 二 > darts] (zx, Xsj) 
1= Ne 
所 以 
全 记 
QHRT5 和 
2 ; dr din Tj1 
ps Téjn—m y 
T's; = 0 = 3 = Drsj, 
Oi "hr py 
: > rs oy 
0 
于 是 
= (Fer) ao] (> aero 
和 5 三 Xi 和 ap 三 Xsjy \k=1 1=1 
= dl 2, Bri) dn 
a Msp=Nsj 


所 以 六 = DpsD*(* 表示 Hermitian ). 这 里 当 t,s >n 一 m 时 ， 
Pots = 0, 


显然 PB; 也 具有 ps 所 具有 的 那 3 条 性 质 . 仿照 5.1 节 中 Levitan 定理 的 证 明 , 如 果 
对 某 个 子 列 


6; 一 [ob)，7 一 co 
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有 
lim ps; 三 0D， 
J 一 oo "3 
则 
lim fs, = 方 = DpD* 
了 一 oo 
显然 当 t,s>n—m 时 ， 
Pts = 0. 
同样 地 , 定理 5.1.2 的 结果 成 立 : 对 任意 的 f e L2[a,5), 有 Parseval 等 式 


= lass 
其 中 ,在 73( 一 co, co) 度量 下 ， 


了 二 人 有 I 


并 且 展 开 式 成 立 , 即 在 L2[a,b) 度量 下 ， 


09 NEME 


10)= 人 并 we oapo() 
一 Sci 
另外 ，Levinson 引 理 也 成 立 , 即 若 g e 到 (-co,co), 则 存在 je L?[a,b), 使 得 在 
L2[a,b) 度量 下 ， 


co NnN—m 


ja= 人 并 wendpa() 


3 二 
类 似 于 引 理 5.2.2, 有 
引 理 5.2.3 ” 设 对 某 个 j, Imy 关 0, 边 值 问题 


My = uy, 
UDy=0 


在 L?[a,5) 中 没有 非 零 解 . 又 设 f es L2[a,5), g e 到 (-oo,oo), 满足 
jg 四 = 5 we oapae()， 
一 2 人 二 = 
等 式 按 L2[a,b) 度量 成 立 , 则 问题 


My— ny=, 
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在 L?[a,b) 中 有 唯一 解 


F(z) = 下 3 多 ge(dBas(A) 


二 


等 式 也 是 按 L?[a,5) 度量 成 立 . 
证 明 对 入 的 有 限 区 间 4, 令 


fa®) = | 3 wet(dpu(A 


sd 
nN—m 


FA(z) = 上 


a=] 


EN gO) dp), 


(M — pW)Fa = fa, 
UW FA = 0, 
其 余 的 证 明 与 引 理 5.2.2 证 明 相 同 . 
类 似 于 定理 5.2.1 与 定理 5.2.2 有 
定理 5.2.3 ” 设 边 值 问 题 
WU 士 )y = 0， 
UDy 三 向 
在 L2[a,5) 中 没有 非 零 解 . g & 到 (-co,co), 则 存在 je L2[a,b), 使 得 在 L?[a,b) 度 
量 下 ， 


ee Nn—m 


flw) = : SY polz, Nge( Napse(N), 


~ at=l 


其 中 ， 
b 一 -一 
9t( 入 ) a f(z)ps(z, Ndz, t= 2 NM, 


等 式 按 太 ( 一 oo, co) 度量 成 立 . 同时 P 是 唯一 的 一 一 即 车 还 存在 一 个 P 也 使 得 展 
开 式 与 Parseval 等 式 成 立 , 那么 在 有 和 广 共同 的 连续 点 Xi, X> 上 , 有 


P(X2) - PO1) = P(N2) — BO). 
注 ”这 表示 在 F(A) 的 连续 点 和 ,Az 处 , 有 


lim, (Ps, M2) — Bs, (X1)) = POX2) — BOA1), 


5.3 ”Green 函数 与 谱 和 矩阵 的 表示 . 317 . 
不 管 6; 上 的 边界 条 件 U49f = 0 如 何 选取 . 称 方 是 问题 


My = 》y， 


关于 {px(z, NE > 1 a i 的 谱 和 矩阵 . 


5.3 Green 函数 与 谱 和 矩阵 的 表示 


设 Gs(zx,t, 入 ) 是 区 间 6 上 的 Green 函数 . 
引 理 5.3.1 ”集合 {Gs} 在 (z,t, 入 ,Im 和 关 0 的 每 个 紧 区 域 上 一 致 有 界 等 度 连 
续 (n = 1 时 还 要 去 掉 直线 z=). 
证 明 ”定义 在 a < z,t<b 上 的 函数 KK(z,t) 是 利用 常数 变易 法 解 My = 了 得 
到 的 积分 表达 式 的 核 , 即 
人 K(z,t)f(t)dt 


是 My = f 在 5 c (wb 上 的 解 ! 设 50,51 是 (ab 的 闭 子 区 间 且 io c 6, 取 
LE CF (a,b), 使 得 
加 Ys 作 生 00， 
wy = 让 
(所 以 在 60 的 端点 上 / 的 各 阶 导数 为 01). 令 
了 (zi 动 三 KZ) 下 (Zi 汉人 如， 


设 6 2 01, 
uC) = G(.,t, Se A t € 00. 


这 是 一 个 定义 在 6 上 的 函数 , 由 于 Green 函数 Gs 与 ~K 在 z<t 和 x >t 上 都 属 
于 Cn", 而 在 z =t 时 , 它们 的 mn 一 2 阶 导数 连续 , n 一 1 阶 导 数 跃 度 一 样 , 所 以 ul"? 
在 z=t 处 也 连续 . 由 于 xz 关 t 时， 


MGs = AG's, 
MRK 二 性 


所 以 解 出 ut" 便 知道 vt") 在 x = + 处 也 连续 . 于 是 


ueO"(6), tedo. 
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由 于 suppwc 51,VsJ = 0, 因而 Usw = 0, 这 样 便 知道 当 xw 关 t 时 ， 
CW = Ws CN NI 


所 以 
(M — Nu = (M = AN)J, 
(5 外 三思 


(上 式 右 端 在 zx > t 和 xz < 上 连续 , z = 上 是 个 零 测 度 集 , 所 以 右 端 在 5 上 平方 可 积 ). 
因此 


u(z)=— Gato” MM — A)JT(T,t)dr 
6 
= -|/ Gs(z,7T, MM — MJ (7, t)d7, 
61 
即 
Gs(z,t,A) = —J(7,t) — ' Gs(zx, 7, AM 一 入 )J(T t)dr7. 
91 
(1) 一 致 有 界 性 . 


[Gs(z,t,A)|= |7(z,t)|+ 1 局 [Ga(z,7, ACT — NT(7,t)| dr 
< |J(z,t)| + llGalz,., Nlls, | 一 NT(.,t) le, ， 


要 证 明 当 zte 6o, 入 e ImA 尖 0 的 紧 集 4 时 , |Gs(z,t, 入 )| 是 一 致 有 界 的 . 关键 在 于 
估计 Ga5(z， ,A 和) ls 对 六 三 L206) 有 


i) = Re = . Gs(z,t, f(t)at 


满足 
和 一 AM = 六 
sw= 0 
由 自 伴 性 
[ Mu nde = fu ide, 
即 
/ Cun nde = fu- Cu Har. 
6 6 
由 此 可 得 


2iImA|lull? = . (zf — uf)dz. 
6 
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故 
2 |ImA| llulls < 人 (| + |ufl) dz < 27llellwlls， 


llulls < 六 站 ||flls. 
这 表明 Gs( 和 ) 是 个 有 界线 性 算 子 , 现在 将 它 用 于 uv(.) = G(,t, 入) 十 了 (.,t), 得 


[GC,t,N) +7, bls < thai I(M — NA.,t)lle, 


故 
人 本 | lx = NTC, DNs 
= Cos, + ria NM = NC ， 
当 A e 4 时 , +， 有 界 , 右 端 显然 与 5 无 关上 且 关 于 4 ec 5 连续 所 以 左 端 关于 


[ImA| i 
te 60, 入 Ee 4,6D51 是 一 致 有 界 的 . 
(Es A 办) 太吉 三 (of (78 一 入)9) ) 
= ((T5 — NFf,Gs(N(Ts — Ng) =(Gs(A(5 — NF, (Ts — Ny), 
9 € 2(7s), 
所 以 
Ge(M)* (Ts —N)= Tyr), Gs(N* = G5(A)， 
即 
Gslt, x, 和) = Qs (BtA); 
所 以 Gs(z,…, 入) 关于 z € 60, 入 Ee 4, 5D FI 也 一 臻 有 界 . 由 此 可 得 Gs(zx,t, 入 ) 在 
z,t € 60, 入 EA 上 一 致 有 界 . 
(2) 等 度 连续 性 (n = 1 时 , 直线 x = t 除外 ). 
0 SY Ef, Goon, NN( 
法 可 证 得 Ca 关于 mt 0, 和 e 4 是 一 致 有 界 的 ; 


(i) 利用 对 称 性 知 2 关于 ztei, A e 4 也 是 一 致 有 界 的 ; 


(iii) Gs(z, t, \), i 的 解析 函数 , 而 {Gs} 关于 z,t € 60, 入 E 4 一致 
有 界 , 所 以 由 


AM; 一 和 J(7T,t)d7r, 用 同样 的 方 


OG's(z, t, 和 ) EE Galwte) 


DA 和 ~ 27%i Js. (C= A 
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知 ee 入 关于 mt e 和 》E 4 也 一 致 有 界 . 


这 样 由 (i)~(ii) 便 得 到 {Gs} 在 zteso 和 Xe4 上 
/的 等 度 连 续 性 . 
定理 5.3.1 设 {Gs} 是 自 伴 算 子 Ts 的 Green 
函数 集合 , 其 中 , 闭 区 间 5 C (a, 5), 则 可 以 从 {Gs} 
5.3 中 抽出 收敛 的 子 列 来 ， 


jum Gs = 
mHOO 


G(z,t, 入 ) 对 于 zx,t € (a,b)( 当 n= 1 时 , 直线 z =t 除外 ) 和 ImA 关 0 连续 , 关于 入 
解析 且 具 有 下 列 性 质 : 


DG BC HG 
站 Ln-2 在 zjte (a,W) 上 连续 ,= 了 和 瑟 * 分别 在 s+ 
和 zt 上 连续 ; 
O°-1G 0"-1G | 
(0) srt+tObN- mnt 0b 入 ) 二 "全 二 < 


(3) 当 z 关 t 时 , G 关于 z 满足 方程 My = Xyi 


DRG OG De es 
Bk rl, 二 0,1,-… ,nn 一 1， 当 jk 关 nn 一 1 时, 收敛 在 
zt € (a,b),Im 和 A 关 0 的 紧 区 域 上 是 一 致 的 , 当 j 了 或 k==n 一 1 时 , 收敛 在 zt € 
(a,b),z 关 t,Im 和 关 0 的 紧 区 域 上 是 一 致 的 ; 

(5) GZ 入 ) 二 Gb, m, W): 

(6) G(z ,和 A) € L?2(a,b), x € (a,b); 

(人 着 六 E2(o 的 则 


b 
v(x) | G(x,t,A)f(t)dt, ImAA#O 
属于 
乡 王 fu e La, he eo™ (e; Du € ACloc(a,b), Mu € L2(a, »)} 


(这 是 T(M) 的 定义 域 ) 且 
Mv= +f. 


证 明 ”由 Arzela-Ascoli 定理 , 存在 6% C (a,b),m = 2,3,…， 使 得 


lim bm = (a,b), 
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Gal(BtA)= Gs (BE 


在 z,t € (a,b),Im 和 冯 0 的 每 个 紧 子 集 上 一 致 收敛 到 某 个 G(x,t, 和). 取 一 串 紧 子 集 
Kj, 使 得 
Kwtel(lab), TI 天 0 
再 用 Cantor 对 角 线 技术 便 可 得 到 这 样 的 bn. 显然 G(z,t, 入) 定义 在 zt e (a,0),Im 和 六 
0 上 , 连续 并 且 关 于 和 解析 . 
(1) 对 于 zte 60,Im 和 关 0,6 D612 60, 有 


Gsl(z,t, AM) = —J (x,t) =~/ Gs NM — A)J(7,t)dr7. 


于 是 当 brs 所 00 时 ， 


OGszT,t,N\) K(x,t) Oi = 
BE = Bt 3 Ga Nas Mr — A)J(7,t)dr, 7=0,1,.: ,nl. 
当 赤 天才 时， 


8 1 
| we 


ot 
a (f+ 大 } (z,7,N) 正二 a -MV(7t))dr 


-人 G(T 和 Nam (MIT,t) — MJ(7,t))dr 


人 i — 0,t) — MJ(t — 0,t)) 


Otn™-—!1 


下 六 ee 站 三 大 了 公交 时 


DO 
一 G5(zZ,t 十 0， ar 了 


-人 (a (me Ts RR 本 (AJ(7,t) — M7rJ(7,t))dr 


(AT(E+0,t) — MJI(t + 0,t)) 


Gs(z,t [人 Bo (RE t) — MJ(t + 0,t)) 


0 (AJT(t—0,t)— MJ(t -0, 0) ) 
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-人 作 到 雹 克 人 于 人 t) — M7rJ(7,t))dTr 


en as NY i a a 
=MK(t 0,))) 
站 , nAGs(T, t, 和) 
局 Ce A (AJ(7,t) — MrJ(7,t))dT + (—1) 人 
所 以 当 x 关 t 时 ， 
Bn.Gs(z,t, N) 
otn 
_ _O"K(z,t) Oo G(s A 
= Br yy Gal amt (AJ(7T,t) — MrJ(7,t))dr + (—1) oy 
利用 G 在 紧 集 上 的 一 致 收敛 可 得 : 当 z,te 60,Im 和 冯 0 时 ， 
Gxt A) 三 一 太一 Go 万 = A (T, td7, 
01 
于 是 
OiG(z, t, A) 
Oti 
三 E Gan A (Mr 一 为 Tribdar， 了 一 0 一 
而 
BanG(zt 和 mK(s,t) 
人 
= (ATT,t) — MrJ(7,t))dr + (—1)" OA 攻克 


tn 


由 于 有 性 质 (5), 借助 于 它 便 可 得 到 (1). 
"1G(z t, AW) Or TKI( / Ou si) 


2) DOz7n 一 了 Dxzm 一 1 OZ7 一 1 


面 的 积分 是 zt e (a,) 的 转 现 数 所 以 GE bhN 0" Kw 


pn(t) 


(Mr - ANy(r,b)dr. 后 


在 z=t 


OT-1 Orn™—1 
处 的 间断 一 样 等 于 一 二 
(3) 在 z,te(a,b),zA#t,ImA#0 es 因为 


OIGm OK (x.,t) J eo 
ee Be (OU 三 A dr j=0l r= 
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右 端 一 致 收敛 到 
_OK( (ww 
a Sk G(T — A)J(7,t)d7, 
ne HG iG 
i ,nn 一 1] 一致 成 立 
另外 zx 天 法 时 ， 
Gn OnK(z,t) 
BR 
or 2 Db A 
十 > Gra(W, Ti Nam (AJ(7,t) — M7J(7,t))dr + (—1) pa 
右 端 一 致 收敛 到 
OvK(myD nAG(z,t, M\) 
he ee 和 CTD) MT tar + 1 
故 im 守 C2 = 信人 也 一 到 成立， 类 似 地 , 利用 (5) 的 对 称 性 , 在 上 述 紧 集 上 
Ji Cm 一 ,j=0,1,2,.… ,n 一 至 成 立 . 可 是 当头 + 时 ,作为 z 的 函数 
MG = AAG 
故 z zt 时 ， 
MG = 入 G. 
(4) 因为 


Oi+k Gm OtkK 


OriOtk OxiOtk 


j k 
be I 
61 


而 
Oi+kG OitkK 
OriOte OriOtr 
-| Co 2 
5 Oxi Ote 
所 以 由 (3) 的 一 致 收敛 性 可 得 


BITEG Oi+kG 
OriOtk ~ OriOtk’ 


—A)J,t))dT, j,k=0,1,:...,n—1, 


B=0,1,. ,m1. 
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由 于 jk 关 n-1 时 , Gm 和 G 的 导数 保持 连续 , 所 以 上 述 收敛 在 zt s (a,b),Im 和 去 0 
的 紧 区 域 上 是 一 致 的 . 当 j,k 中 有 一 个 是 nn 一 1 时 , 收敛 在 zx,t € (a,b),z A#t,Im 和 0 
的 紧 区 域 上 一 致 . 

(5) 由 G 的 对 称 性 即 得 G 的 对 称 性 . 

(6) 由 


[Gat.,t, Nlls < 7C, lle, + [I(M — NIDls,, tedo 


Im EE 
知 存在 着 依赖 于 60 和 5 的 常数 Cn， 2 


Gsl,t, Mls < Ci+i (A+1), tedo. 


rk 
当 6c56 时 ， 
Ga,t Ns < Gs Ns < C+ EA+D), 
若 固定 6 让 6 = 6m,m 一 oo 时 , bm 一 (a,5) 可 得 
I 


IPA| 


再 让 5 (a,b) 便 得 
Gb, MN) EL2(a, 0); 


这 里 t, 入 固定, Im 天 0(t e 6o 而 bo 是 可 变 的 ) . 同样 ， 
Gr WE L(G0) (Ag 定 , ImA #0). 
(7) 车 fe L2(a,5), 则 积分 
下 G(z,t, Nf(t)dt, ze(a,b),ImA#0 
绝对 收敛 , 并 且 由 于 


1 [) IG(z,t, NFO at 
< raf Wa f tera feat 


ate b b 
(/ +/ DE | 信用 说 | 二， 
Q b—e a 


其 中 ， 
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右边 是 z 的 连续 函数 , 所 以 关于 z 是 局 部 一 致 有 界 的 . 这 样 积 分 的 收敛 关于 z 是 
局 部 一 致 的 . 令 


b 
i er 


利用 
a tA 人 Gs (D7 EA A (rt)dr 
| a 
用 引 理 的 方法 得 
og OJ(.,t) 办， 
ce < al rs li seol, 


再 重复 (6) 里 的 方法 知 


2 | 当 Im 和 关 0, 和 固定 时 , 关于 z 是 局 部 一 致 有 
b 
界 的 , 所 以 积分 +. (eb f(t)at 关于 z 局 部 一 致 收敛 , 由 逐 项 微分 定理 ， 
三 (0,b Nf 
这 个 函数 在 (a,5) 上 连续 . 类 似 地 可 得 v'(z),… ,um-D 在 (a,5) 上 都 连续 , v(m-D)(z) 
可 以 写成 它 的 导数 的 不 定 积分 , 这 个 导数 由 于 连续 在 有 限 区 间 上 可 积 , 所 以 v(m-D)(z) 
是 局 部 绝对 连续 的 . 因为 


有 b On-1G 
v 0= |/ AL 


b an ny 
oo = FE Nt 0 NF) — OS (es +0, N00) 


n—1 


b an —1 a) 
-| PS (wt NI J pn) 区 人 


1 ”DnG 
过 二 f(x) 3 Be (z,t, A)f (t)dt. 


于 是 
Mw = 小 MzG(z,t, Nf tdt+ f(r)= N+ 


剩 下 来 只 要 证 明 ve L?2(a,b) 即 可 . 设 ho 是 (a,5) 的 任 一 闭 区 间 , 因为 


[Gal,t, Mls < C1+ (A+1), teoo, 


后 5 有 
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所 以 


lcGs(z ,Al < Ca + 一 (+THD，7ze6o. 


人 和 
由 (6) 也 得 到 


取 闭 区 间 A c (o, 岂 ,使 得 


四 一 一 一 (| 入 | 十 让 X Eo, 


. 


( ropaj 六 
(a,b)\A 


当 m 充分 大 时 , A C 6%, 对 x & 60， 


b 
人 G(x,t, A f(t)dt — / G(x,t, A f(t)dt 


<|/ cr。 i N) fa 


J Gn. t, A) FOE 4 
(a,b)\A 


IGna(z,6,N) — Ga,t, WIIFON at + |G(z,, A) 
A 


于 | Ge TCDdt 


m 


fw\a t+ Gm(z,:, Nlls, lfllea,w\a 
<2 (c + (N+ D e+ /IGn(etN) — Glast NO 


利用 Gh 在 zt (a,b),Im 和 关 0 的 紧 集 上 一 致 收敛 到 G, 在 m 充分 大 时 便 有 


b 
人 Oral N= / lt MOE 
Oi a 


Ce TM+D)) +1le, ZE 00， 


所 以 
lim_ (Gas(JJ)Gz) = ulz) 对 ze 50 一 至 成 立 . 
可 是 
ls, Fl, < lf le < a 
当 m 充分 大 时 , 0 c 6m, 故 
IGs, Ofls, < Tamil m= 2. 


| 
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取 极 限 得 


下 


所 以 


1 
lell < oe ll. 
[ImA| 


并 不 就 把 G 称 为 Green 函数 , 因为 还 没有 考虑 G 的 边 条 件 . 下 面 将 考虑 两 种 
情形 , 它们 在 n = 2 时 对 应 了 两 种 最 重要 的 情形 . 

情形 5.3.1 ” 设 方 程 (M 土 i)y = 0 在 9 内 没有 非 零 解 , 则 对 任何 和 , Im 0， 
My = XW 在 9 内 仅 有 和 零 解 . 

证 明 设 Xo,Imxo > 0,My = Xoy 在 9 内 只 有 零 解 . 对 于 | 入 - Xo| < Im》o， 
如 果 we 9 是 My = Xy 的 解 , 则 令 


Te 
由 定理 5.3.1, G(Mojve 9, 故 ue 9, 而 
(天 
故 久 =0. 于 是 
Il=A- lleoojels ol < lol 


所 以 v = 0. 
定理 5.3.2 ”在 情形 5.3.1 下 , G 是 唯一 的 ， 
lim Gs=G, 
6—(a,b) 
收敛 在 z,t € (a,5),Im 入 关 0 的 任何 紧 集 上 是 一 致 的 , 并 且 与 6 上 的 边界 条 件 U; 的 
选取 无 关 . 这 时 称 G 为 情形 5.3.1 的 Green 函数 . 
注 “ 这 种 情形 对 应 于 To(M) 是 自 伴 的 , 亏 指数 为 (0,0)( 极 限 点 情形 ) . 
证 明 ”假若 还 有 另 一 个 G, 也 具有 定理 5.3.1 的 那些 性 质 , 则 作为 z 的 函数 ， 
G 一 G 在 x=t 处 的 间断 便 消失 了 , 因而 


(@= G)(,t,A) E C"(a,b). 
这 样 便 有 G 一 Ge 9 且 当 ww 关 t 时 , 由 于 


M(G-G)=AMG-G), ImMz#0, 
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加 上 (G -6 es C"(a,0), 故 等 式 在 (ab 上 成 立 . 由 前 面 的 证 明知 G = G. 
如 果 Im 天 0, 则 -GO = QI-(M))-! = R(A,T(M)), 这 是 一 个 Carleman 
型 积分 算 子 . 
(1) f e L2(a,b), GOO)f e 2 8 (M—NGONf=17,p 
(MT -TiM))(-GN) = 
(2) ue 9, 令 f=(M 一 和 wu, 则 feL2(a,b), 而 G( 和 A)f e D, 所 以 有 
w=u— GN)f < 92， 
(M-Nw=(M- Nu (M- NGNfF = (M-Nu—f=0, 
故 w= 0, 即 


u= GNf =GONM) -Nu (-GO)VT -TM))= Hy, 
A -TY 


2 
情形 5.3.2 ”考虑 区 间 [a,b), 令 


A 纺 


= {ue Lla, be Orla,b), ul" € AClocla, b), Mu € L?[a, b), 
Uj(W) = 方 Mu Va) =0, j=1,.…,m, rank(M;xr) = m}, 
此 三 由 


把 边界 条 件 记 成 UVw= 0. 

假设 五 (M) 限制 在 今 上 是 个 自 伴 算 子 T, 这 表示 To(M) 是 极限 点 的 [39， 
而 n = 2m, 亏 指 数 为 (m,m). My = 士 这 在 乡里 只 有 零 解 (这 是 由 于 了 自 伴 ， 
土 i € p(T)). 考虑 闭 子 区 间 6 = [a, | Cla,b), 增 加 nn 一 m=m 个 线性 无 关 的 边界 条 
件 

UD c= 所 
使 得 
= fu 三 万 7)w = o} 

是 五 (Mls) 的 一 个 自 伴 延 拓 Ty. 以 Gs 表示 它 的 Green 函数 , 则 引 理 5.3.1 与 定理 
5.3.1 仍然 成 立 , 由 于 每 个 Gs 都 满足 


VWGs = 0, 


所 以 极限 G( 因 为 局 部 一 致 收敛 ) 也 满足 这 个 边界 条 件 . Vf < L?[a,5),Im 和 才 0， 


六 (2 = 作 G(x,t, A)f (tdt, 
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则 we 驴 . 同样 可 以 证 明 
定理 5.3.3 ”在 情形 5.3.2 下 , G 是 唯一 的 ， 


ji ‘Gs=G, 
6 一 [ab) 


收敛 在 zx,t s [cb),ImA 关 0 的 任何 紧 集 上 是 一 致 的 , 并 且 与 5 上 的 边界 条 件 U2 
的 选取 无 关 . 这 时 称 G 为 情形 5.3.2 的 Green 函数 . 
Im 和 A 关 0, 一 G( 和 A) = (XAT 一 T)-1= RAT) 也 是 一 个 Carleman 型 积分 算 子 . 
可 以 用 Green 函数 去 表示 谱 和 矩阵 . 先 考虑 正则 的 情形 . 设 T 是 7Zb(Ml5) 的 自 
伴 延 拓 ， 
DH (TE) 一 {vu SS 2Z(Ti(M|s)) Usu 一 0}, 


对 应 的 Green 函数 是 Gs(z,t, 入), 令 
Hslz,t,N) = Gilz,t, N) — Gslz,t, N\). 
定理 5.3.4 ” 设 ImA 冯 0, 则 


dpajk OTE 
2iIm > 如 1 = Big (0), 多 
证 阴 
(1) (71— 由 [ Gite, 5,1)Gs(s,t,m)ds = Gs(z,t,!) — Gslz,t,m), Iml, Imm #0. 
设 久 是 
(M — Du = Gs(z,t, m), 
su =0 
的 解 , 则 
Ws}= /Gate sD)Gs(s,t mds 
6 
令 
(a Gsl(z,t, 1) = Gs (zt 7 
则 ve Cw(6), Usv = 0, 而 
Mv = 1Gs(z,t,l) — mGs(z,t,m) = 1 + (1 — m)Gs(z,t,m), 
即 
(M 本 Dv Sr QL a m)Gslz, t, m), 
故 ( 逆 算 子 存在 ) 


一 (! — m)u, 
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这 就 是 所 求 的 公式 . 在 公式 中 取 m = i 代入 即 得 


2iml | Gale,s, DGa(s,t Das =Hs(z,t,1). 
6 


(2) 由 Gst{t,3;1) = G's(s,t, 1) 可 得 


jk=0,1,:...,n—1. 


OiGs(m,s,l) OrGas(t,sl), OthHa(z,t,l) 
el 上 Oui Be 


(3) 设 {Xsk} 和 {wsr} 是 T; 的 特征 值 和 特征 函数 , 则 
Mypam = Lpem 丰 (Mm 二 Uponm, 


故 
人 ) | Giles Domls)as, 


pz)= ( 和 六 二 ) /$a (z, 8 Upamts)jds, k=0,1,. mo 1. 


这 表示 “的 Fourier 系数 是 Eo 因而 由 Parseval 等 式 得 
6m 一 


Oxri Ot 


1 [ HGs(z,s,l) Gelt, sl) 4 的 wi) 
2iIml / -2 0 


oo 0) ( we) (py 
= iin Dy Te Pom\TIPom\) T)pom(t ) 


m=1 本 pr 让 
Otk H(z, t, 1) 
OziOte 
(4) 利用 
Poi = > rapyX (my Ai 
j=1 
得 
i 1 Oitk Hsl(z, t, ) 
(7) 一 王 一 一 一 一 一 一 一- 
2iIml 2 bE (人 和 am )X Ce) (4, 和 Am)j75mp7T6md 本 并 OI Ot 
即 


A (元 而) 
( )( 本 ON 


学 el 
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取 z=t=c, 则 得 


~ Ses He el) 
以 下 记 
= i Gs 
H(z,t,l) = G(x,t,!) — G(z,t, 1), 
Oitk-2H;(c, cl) 


Psjx(!) = Ori-10tk-1 ) 入 二 = 1 2 ;1 
Otk-2H(6 cl) 
Px(l) = Ori—10tk-1 》 j,k=1,2,... ) 7 


定理 5.3.5 设 {Gm} 是 从 {Gs} 中 选取 来 的 收敛 子 列 ， 忆 直 三 飞 帮 m 大 下 是 
对 应 于 6m 的 谱 和 矩阵 , 则 存在 非 降 的 Hermite 矩阵 p = (pjx), 每 个 pi 在 和 的 有 限 
区 间 上 都 是 有 界 变 差 函数 , 且 
jim(omn(U) 一 pm(A)) = p(p) 一 PCA) 


对 p 的 连续 点 1 成 立 
几 
p(t) = pinN = 3 do, | Prle + ie)do. 


注 ”定理 5.3.5 不 仅 又 一 次 给 出 了 谱 和 矩阵 的 存在 性 证 明 , 并 且 通 过 公式 对 情形 
5.3.1 和 情形 5.3.2 证 明了 谱 和 矩阵 是 唯一 的 . 
证 明 (1) p 的 存在 . 
i dpeoktp) Se 
2iImA ' a Bt 
当 入 = i 时, 因为 ps,,;; 单调 , 所 以 


六 ! dps,ii(1) < Panii() 
1+ 2 


由 于 | 、 
dal CN OitkG 
lim Bo gd 

收敛 在 zt € (a,b),Im 和 关 0 的 紧 集 上 一 致 , 所 以 


lim Ps (A = BA 人 Fe 7 
m00 
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在 应 用 定理 5.3.1 的 4 时 , 本 来 要 对 ; = n 的 情形 特殊 考虑 , 可 是 Hs 是 两 个 Gs 
的 差 , 在 z 二 t 处 跃 度 消失 了 , 是 连续 的 , 所 以 ) = n 时 也 是 没有 问题 的 .收敛 在 
ImA #0 的 紧 集 4 上 是 一 致 的 . 所 以 了 2 关于 m 是 一 致 有 界 的 , 那么 


en 人 ; CA 


这 
as < AL+P), j= ,2 
= 
panjj(l) < A(L+E), 7=1,2, ,nN. 
但 是 
Ipsnjk (A) < p53;(A)ps kr( A), 
因此 ps,jx(z) 在 有 限 区 间 上 的 全 变 差 有 界 , 与 m 无 关 ! 故 由 Helly 选择 定理 , 存在 
{pm} 的 子 列 , 使 得 
Sm prag = Pp; 
p 当然 也 是 非 降 的 Heimite 矩阵 , 在 每 个 有 限 区 间 上 有 界 变 差 . 
2) 因为 / < 4 所 以 由 Helly 积分 定理 ， 
= 


= 1 十 12 
于 是 


如 果 Imx, Im 和 xo 夭 0, 考虑 


> ds d np( ) = DCist _ Pi,ik (No) 
J I [= Nol Pomjk\H) 一 5iTmAN 2iImNo ” 


取 极 限 (用 定理 3.7.2 的 证 明 方法 ) 应 有 
ER 1 Pik(A) Pix(Xo) 
(Fm | dpik(h) = FA | 


Pjxr(N) -三 0 =const., ImA#0. 
2iImA = l 


如 果 和 A, 是 pj() 的 连续 点 , 由 于 收敛 在 Im # 0 的 紧 集 上 是 一 致 的 , Pj 解析 ， 


故 
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kL 
积分 上 Pt 二 iar 春 在 :而 


人 凡 Co 
lm / Px(o +ie)do = 2i lim ~ __ Edpjk(v) 
E 一 0 十 Nn E 一 0 十 入 ag (v 到 o)? = 把 E2 


由 于 被 积 函数 是 正 的 , 可 以 用 Fubini 定理 ， 


ps 六 此 d 
mmm) 
三 区 下 说 | Ad 4 A—v 
Bt Ws (ae a )apinw) 
利用 定理 3.7.2 的 处 理 方法 可 得 


oo 3 
上 式 = aif 好， (arctant E 人 arctan “ap 
一 Do 


) do 十 2i lim const..ée. 
< 一 0 十 


[2 
= 27i(pjr (1) — pjk(N)), 
所 以 在 p 的 连续 点 ,7 处 ， 


dim (on — pm(N)) = p(p) — p(X). 


5.4 一 类 高 阶 对 称 微分 算式 极限 点 的 Kauffman 方法 


对 高 阶 正则 对 称 微分 算式 的 研究 近年 来 取得 了 很 大 的 发 展 , 建立 了 一 些 极限 点 
(limit-N) 和 极限 贺 (limit-2N) 的 充分 判别 准则 . 四 阶 情 形 有 相当 丰富 的 文献 . 

本 节 将 介绍 R. M. Kauffman 的 泛 函 分 析 方 法 , 他 处 理 的 是 一 类 具有 特定 系数 
的 正则 对 称 微 分 算式 | 


N 
全 一 : 2 PA De ZE [1,oo)， 


其 中 , zk(z) 是 一 些 实 寡 的 寡 函 数 的 线性 组 合 
pk(z) = ckzno 十 低 阶 项 ， 


而 cx > 0. | 
1968 年 , W. N. Everitt 在 研究 四 阶 正定 微分 算式 时 提出 了 一 个 问题 : 若 
N 
Ley (DDtya(tr) DE 
k=0 
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其 中 , ps E Ce ,pk > 0,pn > 0, 是 否 Lf = 0 总 是 恰好 有 N 个 线性 无 关 的 平方 可 积 
解 ? 很 多 对 四 阶 和 六 阶 情形 的 研究 工作 都 表明 在 某 些 条 件 下 问题 的 答案 是 肯定 的 . 
R. M. Kaufftman 利用 他 的 方法 证 明了 N = 2 时 ， 这 类 微分 算式 都 是 极限 点 的 , 当 
N=3 时 , 他 找到 了 反例 并 对 N > 2 给 出 了 这 类 微分 算式 的 极限 点 类 . 

这 一 方法 的 关键 是 去 计算 L+L = 到 (计算 L? 是 机 械 的 , 所 以 不 管 到 手 的 微分 
算式 , 这 一 步 总 是 可 以 做 的 ), 并 证 明 其 中 “好 ”的 项 从 某 种 意义 上 说 可 以 最 终 胜 过 
“ 坏 ” 的 项 , 因而 可 以 只 考虑 这 些 ” 好 ”的 项 组 成 的 微分 算 子 . 我 们 将 首先 给 出 “最 
终 胜 过 ”的 定义 , 然后 给 出 一 些 重要 的 估计 式 ,并 利用 这 些 估 计 式 证 明 所 考虑 的 这 
类 微分 算式 二 其 平方 中 的 “好 ”的 项 最 终 胜 过 “ 坏 ” 的 项 . 

定义 5.4.1 [loo) 上 的 正则 微分 算式 工 称 为 是 正 的 ， 记 为 5 > 0, 如 果 存 
在 z > 1, 使 得 对 任何 不 恒 为 零 的 f e Cge(z,eo) 都 有 (Lf,f) > 0, 这 里 (.,.) 表示 
2[1,%%) 中 的 内 积 . 两 个 正则 的 微分 算式 L 和 M, 如 果 工 - M > 0, 则 称 工 大 于 
M, 记 为 L>M. 

定义 5.4.2 设 工 和 M 是 [lco) 上 的 两 个 正则 微分 算式 , 其 中 , 工 是 正 的 , 如 
果 对 任何 一 个 CFY(1, ce) 里 的 序列 {f,}, 满足 fi, 不 恒 为 零 且 suppfn C (n,o0), 都 
有 极限 

, (Mfn, fn) 


Ea 
则 称 工 最 终 胜 过 M , 记 为 L>>M. 
为 了 得 到 一 些 基 本 的 估计 式 , 下 面 将 介绍 另 一 个 微分 算 子 理论 中 重要 的 概念 ， 
叙述 某 些 结论 , 但 不 作 过 细 的 讨论 , 感 兴趣 的 读者 可 参阅 列 出 的 有 关 文 献 . 
N 
定义 5.4.3 [1,00) 上 的 N 阶 正则 微分 算式 工 = 》 pi(z)D* 称 为 是 discon- 


=0 


jugate 的 , 如 果 它 的 任何 非 零 解 在 [1,o0) 上 的 零点 个 数 (零点 的 重 数 计算 在 内 ) 不 
超过 N. 

例如 , DN 在 [1, ceo) 上 是 disconjugate 的 , 因为 它 的 非 零 解 是 阶 数 不 超过 N -1 
的 多 项 式 . 

引 理 5.4.1 “一 阶 正则 微分 算式 是 disconjugate 的 . 

证 明 ” 设 工 = pi(z)D +zo(z), 如 果 它 的 解 y 有 一 个 零点 , 则 由 存在 唯一 性 定 
理 y 恒 等 于 零 , 所 以 是 disconjugate 的 . 

引 理 5.4.2 ”如 果 N 阶 正则 微分 算式 工 可 以 表示 成 一 阶 正则 微分 算式 的 乘 
积 , 则 工 是 disconjugate 的 . 

证 明 对 NV 用 归纳 法 . N = 1 时 命题 成 立 ， 假设 N -1 时 命题 成 立 , 下 
面 证 明 命 题 对 NN 也 成 立 ， 设 L = PQ, 其 中 , @ 是 个 一 阶 正则 微分 算式 的 乘积 
Q = Q1…Qw-_1. 设 y 是 工 的 非 零 解 ,y 有 N 个 零点 . 如 果 mw 是 y 的 相 邻 的 两 
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个 零点 , 不 妨 设 Dy(a) > 0, Dy(6) < 0, 则 由 Qnv_iy(a) 与 Qn_1y(B) 异 号 ,在 a 与 
有 之 间 必 有 Qn-_1y 的 一 个 零点 . 如 果 a 是 y 的 二 阶 零 点 , 则 由 Dy(a) =0 知 a 是 
QN-1Yy 的 零点 . 类 似 地 , 当 a 是 y 的 m 阶 零点 时 , a 必 是 Qw_iy 的 m 一 1 阶 零 
点 . 因此 当 yy 有 N 个 零点 时 , Qn_1y 必 有 N - 1 个 零点 . 这 样 便 得 到 Qwy 有 一 个 
零点 . 如 果 Qy 恒 等 于 零 , y 便 是 Qz = 0 的 一 个 非 零 解 , 与 归纳 法 假定 矛盾 . 如果 
Qy 不 恒 等 于 零 , 则 Qy 是 一 阶 方程 Pz = 0 的 一 个 非 零 解 , 又 与 一 阶 正则 微分 算式 
的 disconjugate 性 质 矛 盾 . 所 以 y 的 零点 个 数 小 于 N, 工 是 disconjugate 的 . 
下 面 叙述 两 条 结论 ， 只 指明 出 处 ， 不 作 详细 论证 . 


引 理 5.4.3(Coppel) 设 工 = 2 )*D*pj(z)D* 是 [1,co) 上 的 正则 微分 算 


式 , 其 中 , pk e Ce ,pw > 0. 如 果 工 是 disconjugate 的 , 则 对 任何 (1, co) 的 紧 子 区 
间 厂 都 存在 阶 的 线性 微分 算式 M, 使 得 在 T 上 工 = M+M. 

证 明 ”请 参看 W. A. Coppel, Disconjugacy, Lecture Notes in Math., No. 
220,1971, p.77 上 的 定义 ， p.80 定理 19 与 p.82 命题 3. 


推论 5.4.1 设 工 = 》(-1)*Drpk(z)D* 是 [1,o0o) 上 的 正则 微分 算式 , 其 中 ， 


pk E Coco,DN > 0. 如 果 工 ee 的 , 则 工 是 正 的 . 
证 明 ”对 任何 不 恒 为 零 的 f € CF(1,o00), 在 含 suppf 的 紧 子 区 间 上 , 通过 分 
部 积分 便 可 得 
(LF,f)= (M+Mf,f)= Mf >0. 


引 理 5.4.4(Zettl) = Dprmte )D*, 系数 光滑 , 1 < m < NN, 则 存在 微 


分 算式 & 三 wa )D*, qr e CO* 使 得 工 = PQ 的 充分 必要 条 件 是 存在 Ly = 0 的 


个 解 ne i 使 Wronski 行列 式 全 (yl 人 ;Ym) 0. 
证 明 ”请 参看 Trans. Amer. Math. Soc. 197(1974), 341-353. 
引 理 5.4.5 ”存在 某 个 正 数 =, 使 得 


(= D De we ED2k7r2n D2*. 


证 了 明 记 工 = ((-1)*D*z"*D*)2—eD2kzx2n D2k = DK(zn D2krn—eDky2n Dk) De:, 
由 推论 5.4.1 与 引 理 5.4.2, 只 要 证 明 存 在 正 数 = 使 得 M = zzD2kzn - eD*zx2n DK 
可 以 表示 成 一 阶 正则 微分 算式 的 乘积 . 考虑 My = 0 的 寡 函 数 解 , 由 Mzx = 0 可 
得 和 是 某 个 2k 阶 多 项 式 P(A) 的 根 . 当 = = 0 时, 由 z*D*z?zx* = 0, 对 应 的 多 项 
式 P(A) 有 2k 个 不 同 的 实 根 . 因为 多 项 式 的 根 连续 依赖 于 它 的 系数 , 所 以 当 < 充 
分 小 时 , P(A) 也 有 2k 个 不 同 的 实 根 . 于 是 当 s 充分 小 时 , 方程 Mzx= 0 有 2k 个 
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不 同 的 实 寡 的 寡 函 数 解 张 成 它 的 解 空间 . 任 取 其 中 2k 一 1 个 , 其 Wronski 行列 式 乃 
是 一 个 实 寡 的 多 项 式 , 所 以 必 存 在 一 个 数 a, 使 得 这 个 Wronski 行列 式 在 [a, co) 上 
不 为 零 , 这 样 由 Zettl 的 定理 , M 便 可 以 分 解 成 PQ 的 形式 , 其 中 , P 是 一 阶 的 正则 
微分 算式 . 由 于 Qy = 0 的 解 一 定 适 合 方程 My = 0, 所 以 它 也 有 2k 一 1 个 不 同 的 
实 寡 的 寡 函 数 解 组 成 解 空 间 , 这 样 8 便 可 以 继续 分 解 , 如 此 便 能 把 M 分 解 为 一 阶 
正则 微分 算式 的 乘积 . 引 理 证 毕 . 

引 理 5.4.6 若 (m-1)? > 4e, 则 一 Dz"™D--ex™m? 在 [1,o00) 上 是 disconjugate 
的 . 

证 明 ”只 要 证 明 -Dz™D - szm-2 可 以 表示 成 两 个 一 阶 微分 算式 的 乘积 . 为 
此 , 需要 证 明 它 有 两 个 不 同 的 实 解 . 考虑 方程 


(Da™D— ev m="0, 
得 
— 和 (A+m—1)—e=0, 
即 
Xi(m=1)N+tg=.0, 


当 (m 一 1)? > 4e 时 , 微分 方程 有 两 个 不 同 的 实 寡 车 函数 解 , 故 -Dz™D 一 ez™ ?在 
[1, 00) 上 是 disconjugate 的 . 

引 理 5.4.7 ” 设 1 是 自然 数 , 1 < 1 < km 是 实数 ,如 果 对 任何 非 负 整数 
7,0 7<1 都 有 m 关 27 十 1, 则 存在 某 个 正 数 =, 使 得 


(DD > DE lpm 24 DE LU 
证 明 ”对 1 用 归纳 法 . 当 ! = 1 时, 由 假定 m 承 1, 于 是 
(1Diom De se(—1) 1DK lpm 2DE 1 (TD (DD DD 


因为 (m 一 1)? > 0, 故 可 取 到 s > 0 使 得 (m1)? > 4e, 由 引 理 5.4.6, -Dz™D-ez™ 
在 [1, co) 上 是 disconjugate 的 , 因此 (-1)*D*z™mD* 一 e(--1)*-1D*-1zm-2D*-1 也 
是 disconjugate 的 . 利用 Coppel 定理 便 有 

(克基 两 直到 到 Ss a 


命题 对 1 = 1 成 立 . 假定 命题 对 ! = n < 都 成 立 , 下 面 证 明 命 题 对 1 = n 十 1 也 成 
立 . 考虑 


(一 了 妈 DK 也 加 7 2n DE mgi(—1) n lym 2n 2DE nl 


Pe (DD pe Edin mn a DE 
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由 引 理 5.4.7 假定 , 对 任何 非 负 整数 7,0<r<n+t+l, 都 有 m 冯 2r+ 1, 因此 m 一 2n 天 
1. 所 以 当 4sl < (m 一 2n 一 1)? 时 , -Dzm-2nD -cizm-2n-2 在 [1, ceo) 上 是 disconju- 
gate 的 . 于 是 (一 1)*-"Dk-?ym-2nDk-n el(—1)k-n-1Dk-n-lym-2n-2 Dk-n-l 也 
是 disconjugate 的 . 由 Coppel 定理 ， 


(=1)*-?D*—ngm 2 Dk-n > n 1 Dk-—n lpm 2n 2 7 n—1 
可 是 根据 归纳 法 假设 , 存在 = > 0 使 


全 Sat n Dk nem 2n DE 全 


) 


故 


人 了) 万 镶 到 7 > 1Dk-—n lo.m 2n 2 大 n 


归纳 法 步骤 完成 . 引 理 5.4.7 得 证 . 
引 理 5.4.8 ” 设 。> 0,a 是 实数 , 是 非 负 整数 , 则 


(—1)D*z°D* SS (—1)*D*yoe Dt*. 
证 明 ”因为 当 f € C8*(1,00) 且 suppf c (nco) 时 ， 


Do 
ee ze IDrflPdz Lrg Df 
(( DD Df) n 可 ch 
(=D*Dre DF 2 zr°|D*fl?2dzr “SD*7P me 


故 得 . 

引 理 5.4.9 ” 设 (1)k,; 是 非 负 整数 ,大 > j; 

(2) a 8 是 实数 , a 一 2k < 6 一 2;; 

(3) ! 是 一 个 正 整数 ,! < 十 j, 并 且 对 任何 非 负 整数 r,0 < < 1-1, 都 有 
Q+B@#2r+]1; 
则 


D2iz2B D2 + (—1)KtiDkEtiro+h Dkti SS DR+IT 一 zaTB 一 21 门 FI 一 ! 
证 明 分 3 种 情形 讨论 . 
(1) 当 1= 一 j 时 , 估计 式 由 引 理 5.4.8 可 得 . 因为 w+6-21 = aw 一 2k 十 8+27< 
26. 
(2) 当 1>k 有 一 7 时 , 记 1= 有 一 j 十 m; 则 m1 而 k++j-1=2j-m. 取 e>0 
使 得 a 十 B+e 是 无 理 数 且 a+e 一 2k <B 一 2j. 因为 a+B6+e 一 2(k 一 j) < 26, 所 


以 由 引 理 5.4.8 得 
D2i x28 D2i > 站 277a+B+e 一 2 一 7 门 27 
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而 w+68+s 是 无 理 数 , 利用 引 理 5.4.7, 存在 正 数 6, 使 得 


万 277a+B+e 一 2 一 力 万 25 S 6(—1)27 m D2i 人 mc 十 Be 2(K 一 刀 2m 门 27 mm 


于 是 
万 27726 D2 > (—1)2 m D2i mroatBte 2(k j++m) D2Ii—m 
= (I Dt Tbe kt 1 
故 最 后 得 所 要 的 估计 式 . 


(3) 当 1 < 大 一 时 , 证 明 是 对 1 用 归纳 法 . 假设 ! > n 时 命题 都 成 立 , 现 证 明 
1==n 一 1 之 1 时 命题 也 成 立 . 这 时 
DK+i—n+lypatB -2n+2 DE+i—ntl = Dt+i—npoth—2n+2 Dkti—nt+2 


4+aDrtti-nzoth—2ntl DEti—ntl 


= D*+i neatpb 2n 2 Dk+i nn 二 2 +aHD, 


这 里 入 三 坊 十 日 一 90 于 久 十 二 DEtWyt0 0DEn. 先 看 第 1 项 , 对 任何 
f eCF(1l,o0), 用 分 部 积分 与 Schwarz 不 等 式 可 得 


ND | < lz nDEtI npr n+2 DE 上 了 ”二 2 |， 


其 中 ， 
(Dt cm 大风 


而 


| 攻 | 人 六 


由 条 件 (3), 利用 引 理 5.4.7, 存在 5 > 0, 使 得 


S 中 1 林 
(Lt D*+i rotB DK+I S 1 D+ti-nt+27et+B-2n+4 DE+I 2 


于 是 
人 


这 样 对 任何 序列 {f} c Ce(L co), fn 不 恒 为 零 , suppfn C (mn, co) 由 归纳 假设 便 有 
(DE ot ant? Detd tT | 


(0 ltd te at FN 
(DYvB Daf, fn) + ((—1) eti Derioote De fns fn) 


OUI De re mf fn) 
人 jel el Ds 而 | 


一 0 n=, 
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即 
站 27728 D2i 二 (一 247 DktizothB DE+i > D*+i-nyatB-2n+2 D+i—nt+2 
再 考虑 第 2 项 , 因为 


(HDfn, fn) jay (fn, HDfr) > (=DHH,, fn), 


所 以 
((HD— DH)fn, fn) = 2Re(HDfn, fn), 
而 
8 ee D+i—n(wath—2n+1D 二 Det = tn 
==(Q@+46 21D i Deti 
由 归纳 法 假定 


D2iz26 Di 十 (—1)*+ti Dktigoth DEti 3 D = DH 
这 样 , 对 任何 C8?(1, co) 的 序列 { 户 }, fn 不 恒 为 零 , suppfn Cc (nco). 由 于 
(DEtimtiypeto 2 2 Rt mt i 所 
总 是 实 的 , 所 以 有 
[CD oh 2 dd rtd A Fr)| 

a A 

IDS-naeth ota mp fo |2 CD = Dy ol 
于 是 最 后 得 到 


D2 zx28 D2i a (—1)*ti Detizeth Dk+i SS D*+i-n+tlyoetB -2n+2 Dk+ti—ntl 


归纳 法 步骤 完成 , 1 < kk 一 j 时 信 计 式 也 成 立 . 引 理 证 毕 . 

定理 5.4.1 设 L= 》 (-1)kesDrznD 是 [1,co) 上 满足 下 列 条 件 的 正则 
微分 算式 ， a 

(Ty ex > 0; 

(2) 当 k>j 时, n(k) — 2k < n()) — 27, 
则 ZL2 一 R>> RR, 其 中 ， 


N 
类 :三 和 > 六 C2 (Dz™(k) Dk)2 下 DP oo D tre) DRts 、 
k=0 kz7 
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注 “这 里 方 括号 里 的 那些 项 是 L? 中 的 “好 ”的 项 , 而 R 则 是 L? 中 “ 坏 ” 的 
项 的 和 . 
证 明 ”显然 


N 
B= DD ol Da Di 
k=0 kj 
由 于 [( 一 1)*D*zx"(*) DK][( 一 1)7 Diz"7) Di] 十 [( 一 1iDizm9) Di][( 一 1)*D*zm™k)DK] 是 对 
称 的 微分 算式 , 所 以 可 以 写成 
KR 十 7 
>》 (1)7Dr 廊 Dr， 
P= 
其 中 , f; = arzn(O+nO)-2047-m) 而 ar4; = 1. 于 是 
crci{[(—1)*D*z"(®) DK][(—1)i.Diw™0) .Di] 
+[C—1 DI" DI —1) Deen) Ds]} 
大 十 7 一 1 


一 (—1)*tiepe; Dr+tizn (tn) Det 十 ckcj (ro Dea to 
7=0 


如 果 n(k) 十 n( 站 一 2(k 十 7 一 7) 二 1, 即 n(k) 十 n())=2(k 十 j 一 7) 十 1 则 ar_1=0,， 
因为 当 这 一 项 作用 在 函数 上 时 , 对 函数 所 求 得 最 高 阶 导数 是 2(r - 1), 因此 必须 还 
要 对 系数 zz(D+n"G) 求 2(k 十 站 一 2(7 一 1) =2(k 十 j 一 7) 十 2 阶 导数 , 可 是 


ma(N) 十 m( 力 王 2( 十 7 一 站 十 1< 2 十 7 一 7) 十 2， 
所 以 这 一 项 不 会 出 现 . 这 样 当 a 了 0 时 , 对 一 切 s > 7, 必然 有 
n(k)+n(j) 2(k+j—s)+1. 


于 是 当 a; 关 0 时 , 在 引 理 5.4.9 中 , 若 k>j, 取 a=n(k),B=n()),! = 上 十 j 一 7, 因 
为 对 任何 非 负 整 数 n,0<<n<1-1=k 有 二 j 一 + 一 1, 把 n 写成 k+j 一 s, 则 s>7， 
应 有 

a+B=n(k)+n()) 2(k+i—s)+1=2n+1, 
所 以 由 引 理 5.4.9 可 得 


D2ix27(7) D2I 二 (=1) Don (nD > DZ 学 lrn(k) Hn(7) 2 DE+I 7 


Drzm(P) 二 nm) 一 20E 二 7 一 7 大 这 
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注意 到 对 某 个 正 数 = 有 
(Diz"™() Di)? > ED2772n(07) D27 
故 最 后 可 得 
2 
定理 证 毕 . 


N 
定义 5.4.4 ” 设 工 三 》 px(z)D* 是 [1,co) 上 的 正则 微分 算式 , 如 果 对 任何 的 
党 过 | 


fe gm(D) (或 90mi(D)) 都 有 
BDI ee), -401 B= 0 LN 
则 称 Tb(Z)( 或 元 (ZL)) 是 分 离 的 . 
引 理 5.4.10 设 工 和 M 都 是 [1,o00) 上 的 正则 微分 算式 ，M 的 阶 数 入 五 的 


阶 数 . 如 果 存 在 某 个 fs ZG(Tb(D), 使 得 MgZ2[loo), 则 必 存 在 CSe(l, co) 的 序 
列 {所 }, fn 不 恒 为 零 , suppfn C (neco) 且 


~ 
na MTN fn fi) 


证 明 ”如 果 存 在 常数 K, 使 得 


一 着 [有 


IMgll < K(llgl| + lLgll), g € Co oo)， 


则 对 任何 h € 9(Tb(L)), 由 于 有 {gn}C CF (1,o00) 使 得 在 L?2[1,o0) 中 lim gn = 
h, lim Lgn = Lh, 故 {Mgn} 是 Cauchy 列 , 根据 To(M) 的 定义 乃 得 he€ 2(To(M))， 
这 样 便 有 9(Tu(D)) Cc 9(To(M)), 与 假设 不 符 . 因此 必 存 在 {gn} Cc CF, 使 得 


Mgnll > ngnll + lLgnl). 


令 hn = gn/(ignl| + 上 Lgnl), 则 得 一 序列 {hn} C C8*(1,00), 使 得 {hnll}, {Lhnll} 
都 有 界 , 而 lim IMhnl| = co, 取 几 € C™ 使 在 一 个 紧 区 间 外 都 等 于 1, 于 是 
1 一 儿 有 紧 支 集 . 考虑 C8°(1, co) 里 的 序列 {whn}, 显然 {whnl} 有 界 . 另外 由 于 
hn 是 初 值 问题 
Ly = Lh 
{ Daha(lje R= N=1 
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的 解 , 其 中 , N 是 工 的 阶 数 . 利用 常数 变易 法 可 得 


hn(7) 
0 三 人 更 (z) 更 -1 人 dt, 
DY sd Lald) 
其 中 ， 
p(T) yp2(7) a ON(Z) 
g(z) = 9 (z) ete Es eg 
D1gu(a) DN -1ga(s) 2 Dipy(z) 


是 对 应 于 方程 Ly = 0 的 一 个 基本 解 组 pi1(x), yp2(7X),… ,wpN(Z) 的 Wronski 矩阵 . 
于 起 


N 
< 》 pH V(r) Wi(p1, YT ,PN)(t) 


™ j=1 
ID*ha(z)| = ， ee 


Wi(p1,:.* ,PN) 是 以 ( (OE Wh ) 换 Wronski 行列 式 W(w1,… ,wpN) 中 第 
7 列 得 到 的 行列 式 . 因此 在 supp(1 一 儿 ) 站 和 


b 
[Drha(z)| < Af 人 
1 
这 里 5b 使 得 supp(1 一 少 ) C [1,9]. 于 是 
{Dhn, (zx)k = 0, 1,.…: N12 ,T € supp(1 — »)} 


是 有 界 的 . 这 样 注意 到 


= mp wb)Lhn) = Wnt dm) 全 3 le jhn DI (1—), 
便 可 得 {5(1 一 力 hnl} 与 如 MG 一切 和 | 都 是 有 界 的 . 于 是 {IL(whn) 咱 是 有 者 
的 , 而 lim |M(Whn)l = %, 即 


(LtL(Yhn), phn) 
lim 


三 地 : 
Re (M+M (whn), yhn) 


YR NT 
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剩 下 的 只 要 取 一 串 上 述 形 状 的 {wm}, 使 得 suppwm C (m, co), 因为 


(LtL(Ymhn), bmhn) _ > 
Tr 


所 以 可 以 取 到 mw 使 得 
CTUbmjhmn) Ymhnm) | 1 


| 


TM (mh) rah) | < 3m 
邻 fn = wrin; NN fn EC,suppfa Ci(m,06) 
+ 
0 
证 毕 . 
定理 5.4.2 ” 设 工 三 (CDxeDranz 是 [1, ceo) 上 满足 
eb Ss 


(2) 当天 > 了 时 , n(k) — 2k < n(j) — 2;; 
的 正则 微分 算式 , 则 Th0(L) 是 分 离 的 . 
证 明 (1) 先 证 明 对 一 切 0<k< N,ck > 0 都 有 


sD pe D260) FE DL) 


记 M = zx"%) D2%.， 如 果 存 在 fe 9(To(L)), 使 得 MfEL2[1,o0), 则 由 引 理 5.4.10， 
必 存 在 CF?(1, co) 的 序列 {fi},suppfn, C (n, oo), 使 得 


GMA 有一 
由 于 2 一 RS>> 有 RR, 所 以 有 
CR 
UPR) 
于 是 当 n 充分 大 时 ， 
[Rpm Fo) < (2 = BF, fo) 
这 样 由 


(E285, fn) > 人 (2 = Bf fn)| = [Rfns fo)| > 31((E? ~ fn, fo) 


便 可 推出 
Ti ((Z? =R)frs fn) 和 
ee (M+M fn, fn) 
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可 是 对 某 个 正 数 <, (Dtzn(p) DK)? > eD2*z2n(k) D2k = esM+M, 当 n 充分 大 时 , 应 有 
((ZL? Ee Rfns foe) 
(M+M fn, fn) 

因而 导致 矛盾 . 故 对 一 切 fe 9B(To0(L)) 均 有 z"%D2*f€ L2[1,o0). 

(2) 剩 下 再 证 明 对 一 切 0 和 和 Neck > 0, 当 1 和 7 入 25 时 都 有 

p(B) DR I € L200), FEe DT(L): 

分 以 下 两 种 情况 来 证 : 

(i) 车 7 具有 下 述 性 质 : 任何 非 负 整 数 t,0 < t < j 都 满足 2n(k) 了 关 2t 十 1, 这 种 
情形 可 以 用 (1) 的 方法 去 证 , 因为 由 引 理 5.4.5 和 引 理 5.4.7, 对 某 个 正 数 = 有 


>8 S30. 


(DZD 二 总 (三 区 全 了 D2% jr2n(k) 27 D2k 六 


(i) 车 存在 某 个 非 负 整数 t,0 < t < j 使 得 2n(k) = 2t 十 1, 这 时 对 上 来 说 , 一 切 
满足 0< s < 上 的 非 负 整数 s 都 有 2n(k) 了 关 2s 十 1, 所 以 由 (i) 可 得 


wm tr MoD Er) FeDT(D). 


特别 地 , 对 一 切 fe B(To(L)) 都 有 D2*-tf € L2[1,o0). 于 是 利用 Goldberg 的 先 验 
估计 Q, 对 t+<j<2k 便 有 


D2 < KO + DY FN), fe 2(To(D)), 


而 n(k) - =n( 则 一 t 一 0 一 各 一 (一 可 <0, 族 


zk) -I DRI € L2l1,00), f € D(To(L)). 


定理 证 毕 . 

定义 5.4.5” 设 4 是 Hilbert 空间 人 上 的 闭 线性 算 子 , 则 4 的 定义 域 9(4) 
赋 以 图 模 ||fllt = HP+ INHI 可 成 一 Banach 空间 ， 设 B 是 KH 上 的 线性 算 子 ， 
9(B) 2 9(4), 如 果 B 是 空间 (2(4),| .|) 到 空间 XK 的 有 界 算 子 , 则 称 B 关于 4 
相对 有 界 . 如 果 B 是 空间 (9(4),| .|) 到 空间 X 的 紧 算 子 , 则 称 B 关于 4 相对 

@ 见 GoldbergH4d] 定理 VL6.1. 车 fe Z2[1, co), f 有 直到 n 一 1 阶 的 连续 导数 ，f("!) 局 部 绝 
对 连续 且 fn) € Z2[1,co), 则 f(D(k = 0,1,:… ,mn) 属于 L2[1, co), 并 且 对 任何 正 数 =s, 存在 K = K(e)， 
使 得 一 切 这 样 的 函数 f 均 满 足 

NF ON < KINA + elf NE, k=0,1,.. ,nl1. 
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引 理 5.4.11， 设 工 和 M 都 是 [1,oo) 上 的 正则 微分 算式 , 如 果 对 任何 f e 
多 (To(Z)), 都 有 Mf es 12[1,o0), 则 M 关于 To(L) 相对 有 界 , 即 存 在 常数 KK, 使 得 


[MA < KU + INLD), fe 2(T0(D)). 


证 明 如 果 太一 了 (2(T0(D)),| 几 ), 而 Mf 一 g(22[1,o0)), 则 显然 f 一 
f(I2[1, 00)), 由 了 (M) 是 闭 算 子 知 fe 9(TI(M)) 并 且 9 = Mf. 因此 M 是 空间 
(多 (To0()), 中 : 几 ) 到 空间 L2[1, co) 的 闭 线 性 算 子 , 这 样 由 闭 图 像 定理 便 得 M 是 有 
界 算 子 . 证 毕 . 

引 理 5.4.12 ” 设 工 和 M 都 是 [1,co) 上 正则 微分 算式 , To(L) 有 闭 值 域 . 如 果 
M 的 阶 数 < 工 的 阶 数 且 M 关于 To(L) 相对 紧 , 则 To(L + M) 有 闭 值 域 且 

29(To(L+ M)) = 2Z(To(D)), 
nullityTi(Lt+ + M+) = mullityTi (L+). 

证 明 吕 (1) 9(To(L+ M)) = 2(To(L)). 

设 /es 9(To(L)), 则 存在 序列 {fi,} C Ce(l co) 使 得 在 L2[1, oo) 中, f 一 
f,Lfn 一 Lf, 于 是 在 Banach 空间 (9(Tob(D)),| :由 ) 中 f 一 f, 因为 相对 紧 算 子 
一 定 是 相对 有 界 的 , 所 以 在 L2[1, 00) 中 , Mf 一 MF, 即 f € 9(To(L + M)), 故 
2(THAL)) C DDL + M)). 

反 过 来 , 由 于 闭 线性 算 子 与 相对 紧 算 子 的 和 还 是 闭 线性 算 子 ( 见 文献 [14] 第 V 
章 §3 定理 V.3.7 的 证 明 ), 若 以 8 表示 M 在 9(T0(ZL)) 上 的 限制 , 则 To(L)+Q 是 
闭 线性 算 子 , F(T0(L) + 8) = 2(To(L)). 

如 果 f € 9(To(L + M)), 则 有 序列 { 记 } C CSe(l co), 使 得 在 L?2[1, co) 上 
太志 了 且 (+M)fr 一 ( 工 + MM)f; 即 {To(Z) 十 Q)fr} 收 化, 由 To(L) 十 Q@ 的 闭 性 
便 得 f € 9(To(L) 十 Q) = (TV(L)), 所 以 又 有 9(To(L 十 M)) c 9(Tb(L)), 两 者 综 
合 起 来 得 9(T0(L 填 M)) = 2(To(L)). 

(2) 由 于 TH(L+M) = To(L)+Q, 其 中 , Q 关于 To(L) 相对 紧 , 所 以 由 [14]berg[15] 
第 V 章 83 定理 V.3.7, To(L + M) 有 闭 值 域 . | 

(3) nullityTi (Lt + M+) = nullityTi(L+). 

因为 ran7b( 荆 ) 闭 , 所 以 由 To0(L)* = TT(L+) 得 


ranTo(L) @ kerTi (LT) = L?[1, oo)， 
故 To(Z) 的 亏 指标 为 


B(To(L)) = dim L?[1, 00)/ranTo(L) = nullityT (Lt+), 


@D 本 引 理 用 到 较 多 的 泛 函 分 析 知 识 ， 有 关内 容 请 读者 参考 文献 [14] 的 第 IV 章 82 与 第 V 章 83. 
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而 由 存在 唯一 性 定理 , To(L) 的 核 指 标 为 
a(To(L)) = dim kerTo(L) = nullityTo(L) = 0, 
于 是 Tb(Z) 的 指标 是 有 限 的 : 
indexTo(L) = a(To(L)) — B(ToL)) = —nullityTi(L+) < %, 


故 Tb(L) 是 Fredholm 算 子 . 因为 Q 关于 To(L) 相对 紧 , 所 以 由 文献 [1 各 第 V 章 
§3 定理 V.3.7, 对 于 相对 紧 的 摄 动 , 算 子 的 指标 不 改变 , 故 


indexTo(L + M) = index To(L). 
同样 地 , a(To(G 上 +MD)) = 0,68(To( 工 + M)) = nullityTi(L+ 十 M1+), 所 以 最 后 得 
nullity (Lt+ + M+) = nullityTi (LT). 


引 理 证 毕 . 

引 理 5.4.13” 设 工 和 M 都 是 [1,o00) 上 的 正则 微分 算式 , To(L) 有 闭 值 域 , 如 
果 M 的 阶 数 < 工 的 阶 数 且 存在 正 数 =, 使 得 对 于 一 切 fe BZ(To(L)) 都 有 zsMy < 
2[1,o0), 则 M 关于 To(L) 相对 紧 . 

证 明 (1) Tb(L)-! 存在 且 为 从 ran7b(Z) 到 L2[1,o0) 的 有 界线 性 算 子 . 

由 微分 方程 的 存在 唯一 性 定理 , 如 果 f € kerTb(Z), 则 了 = 0, 所 以 TD) 存 
在 , 因为 ranTb(L) 闭 , 而 To(L) 是 闭 算 子 , 故 由 闭 图 像 定 理 , To(L)-! 是 有 界 的 . 

(2) zsMTb(ZD)-1 是 从 ran7b(Z) 到 L2[1,o0) 的 有 界线 性 算 子 . 

只 需 证 明 算 子 xz:MTo(L)-! 有 闭 图 像 即 可 . 设 在 空间 Z2[1, co) 中 ， 


fn=f, rMTA(L) fn og 


其 中 , fi = Lhw hr € 9(To(L)). 因为 ranTo(L) 闲 , 所 以 f= Lh,he 9(To(L)). 由 
Tb(L)-! 有 界 可 得 如 一 h. 按 假定 , h, hn e 9(Ti(z*M)), 而 五 (z<M) 是 闭 算 子 , 履 
g = 二 ze Mh 一 x MTo(L)-1f, 即 zx:MTo(L)-! 的 图 像 闭 . 
(3) 考虑 算 子 z-=, 由 于 对 任何 fe L2[1, oo) 都 有 
T25 


lw P= ‘oe |fPdz < fl 


所 以 这 是 一 个 有 界线 性 算 子 . 取 pn e C™[1, oo0), 使 得 0 < pn(z)<1 且 


a ee 
TT 三 
0 0, n+l<<w<oo. 
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于 是 


由 [1 — pa) 中 过 ss 三 可 得 


| / | 全 一 pn)z FlfPds < 二 fl 
即 


te 


ee 1 
lz 一 一 on < 二， 


所 以 算 子 序列 {z-*pn} 一 致 收敛 到 算 子 z-=. 于 是 
lz pnzeMTb(T)  — 2 “2 MTo(L) I < lz pn — zx lz MTo(L)-1 一 0， 
即 算 子 序列 {fpenMTb(D)-1} 一 致 收敛 到 MTob(L)-1. 
(4) pnMTo(L)-! 都 是 紧 算 子 , 所 以 MTo(L)-! 是 紧 算 子 . 
为 了 让 符号 简单 些 , 下 面 证 明 pMTo(L)-1 是 紧 算 子 , 其 中 , o 是 支 集 含 于 [1, 冲 
内 的 Ce 函数 . 设 {fi} 是 ran7b(Z) 的 有 界 集 , 如 果 证 明了 {pMTo(L)-1fn} 也 
是 Sobolev 空间 W112[1, oo0) 的 有 界 集 , 则 由 嵌入 定理 便 可 得 {pMTo(L)-1fin} 是 


本 ”0 00) a L?[1, 00) 的 紧 集 . 设 fn = Lgn, gn E 2(T0(1)), 因为 | /| = ||Lgnl| 有 
界 , 所 以 利用 常数 变易 法 (与 引 理 5.4.10 中 的 证 明 相同 ) 便 可 得 


IDrgn(z)| < ClliLgnl, k=0,1,..,N-1,1<gzr<b, 


其 中 , C 是 某 个 常数 , N 是 工 的 阶 数 . 因为 (pMT0(ZL)-1f%) = (pMgn) = p'Mgn+ 
p(Mgn)’, 而 由 


DNgn = Ca pxD 加 业主 Dm 


pb 雪 
. Pro < OillLgnll, 


按 定义 jpMTo(D) fyz = pMgnl? 二 上 pwMgn)', 根据 假定 的 条 件 , M 关于 
To(L) 相对 有 界 , 所 以 存在 常数 K 使 得 


IMgll < K(llgll + lL9l), 9 € 2(70(D)). 
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下 局 
lpMgnll? = / JePlMgnj2daz < ACllgall + Lgnll)?, 
而 
joMoa) ?= | Mon + pM gn)? < (lo Monll + lp(M gn)')? 
N b 去 2 
< or eo rm ( . peopu] 
k=0 1 
< Blllgnll 二 ml)z， 
故 可 得 


pMTo(L) tfnlb2 < VA+ Blllgnll + lLgnll) < VA+ BL + NTo(L) Dl), 


即 {pMTb(L)-1fn} 是 W122[1,o0) 的 有 界 集 . 
(5) 注意 到 Tb(L) 是 从 (9(T5(D)), 趾 :由 ) 到 ran7b(Z) 的 有 界线 性 算 子 , 便 可 得 
M 关于 Tb(L) 的 相对 紧 性 质 . 引 理 得 证 . 
N 


引 理 5.4.14 设 工 =》)(-1)*csD*z" 中 DK 是 [1,00) 上 满足 下 列 条 件 的 正则 


k=r 
微分 算式 
(lor 0 
(2 ek .0 
(3) 当天 > 了 了 时, n(k) — 2k < n()) 一 27; 
则 存在 正 数 =, 使 得 对 任何 fe 9(Ti(D)) 和 任何 大 > mck > 0, 都 有 


Dem DR IF ED) 7=1:,2k. 


证 明 ”只 需 证 明 对 每 个 及 > 7,c。 > 0 和 每 个 j,1 < 7 < 2k 都 有 这 样 的 正 
数 = 存在 即 可 . 假设 有 > mck > 0, 对 j= 2k, 因为 n(k) 一 2k < mr) 一 27， 而 由 
于 Tb(L) 是 分 离 的 , 对 任何 fe 9(T0(L)) 都 有 zf e 到 Doco), 因此 只 要 取 
0 <e<(n(r) 一 27) 一 (n(k) 一 2k) 便 有 zx"%) 2*f € L?[1,o0). 当 了 多 六 各 2 二 二 
时 , 用 有 限 归 纳 法 来 证 明 . 假定 ; > 1>2 时 引 理 已 成 立 , 证 明 j= 1 一 1 时 引 理 也 成 
立 . 以 下 记 a =n(k) 一 L 

(1) 先 考 虑 f € Cie(loo) 的 情形 这 时 对 任何 = > 0 均 有 zszn(o 一 4 一 1) 
D2k-(1-1) f e 12[1, co). 下 面 推导 一 个 不 等 式 以 便 能 过 渡 到 一 般 的 f € 9(To(Z))， 


| Da AF 笃 Ca et zrot1 D2 (1 F)| 


人 [Dae A f)| 
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雪 |2e 站 DQ 让 2||(D* 1 28 2a+ 1 D2k 人 A)| EE D2 A) 
去 |2e 十 2a 平 2 D2 ett.D2e ti 启 [D2 [eT2D2=02 思 | 


由 归纳 法 的 假定 , 存在 正 数 56, 使 得 对 一 切 f € 9(To(L)) 都 有 zizn(-D2X -< 
L2[1, 00), 即 zi+eD2k PE IL2[1,o00), 因此 算 子 了 = zsteD2k-! 关于 To(L) 相对 有 
界 , 存在 常数 Ki, 使 得 


zt Df) < K(f + EFN), fe 多 (To(Z)). 
另外 , 由 定理 5.4.2, Tb(L) 是 分 离 的 , 所 以 对 一 切 fe 9(To(L)), 都 有 
0 0 6 i ee ee 
i 
于 是 算 子 T' = ze+1D2k-!itl 和 TY = zo+2D2k-!+2 都 关于 To(L) 相对 有 界 , 存在 
常数 K2, 使 得 
lz*™ DH < Kz + LD), fe 2(To(D)), 
2° DT) < K(f + NEF), fe (TD)). 
这 样 , 只 要 0 < = < 5 便 有 常数 K, 使 得 
[ear te tpl OI FF & OP Coe 
(2) 对 于 任何 fs 9(7To(L)), 由 最 小 算 子 的 定义 , 存在 {fn} C C8°*(1, co), 使 得 
太一 了 并且 工 户 一 工 f 于 是 由 
eee" ND ON fn) < KOQfs — fnl+ lLfns — Ln — 0 


和 算 子 Ti wu UD DR (1) 是 闭 的 便 得 f EE DT TUNDRA DN 
即 
we DR e | 00). 


归纳 法 步 又 就 此 完成 . 引 理 得 证 . 
引 理 5.4.15 ” 设 工 是 [1,co) 上 的 正则 微分 算式 , 如 果 存 在 c > 0 使 得 对 任何 
fe Cge(lco) 都 有 |(Lf, 了 )| > clfll>, 则 To(L) 有 闭 值 域 
证 明 设 f se 9(Tb(L)), 由 最 小 算 子 的 定义 , 存在 {fn} c CY (1,o0), 使 得 
所 一 了 并 且 工 1 一 工 J, 这 样 由 不 等 式 


(Lfn, fn)| > elfall 
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取 极 限 便 可 得 
IC 访 六 > 关 cl7IE 
假若 有 序列 fC 2(Tu(D)), 使 得 工 访 一 g, 则 由 


(CL (fe =— fa) fe = fod)| Sola= .fa 
知 
Lfn — Lfml > cllfn — fmll, 
即 {所 } 是 L2[1,o0) 的 Cauchy 列 , 因此 必 存 在 fe L?[1,o00) 使 得 f 一 六 由 于 
To(Z) 是 闭 算 子 , 所 以 je 9(Tb(D)) 并 且 9 = 工 /， 这 表示 To(L) 的 值 域 是 闭 的 . 


引 理 5.4.16 ” 设 [1,co) 上 的 正则 微分 算式 二 = 》 (-1)*ckDszn( D* 满足 下 


k=0 
列 条 件 : 
(1) eo > 0,n(0) 2 0; 
(2) ck > 0; 
(3) 当 k > 时, n(k) — 2k < n()) — 27. 
如 果 隐 (ZL)f = 0, 则 对 任何 自然 数 n 都 有 zx?f € 1L?[1,o0). 
证 明 令 有 R=z-"?Lz",M = RR 一 L, 则 利用 Leibnitz 法 则 将 高 阶 导 数 展开 可 
得 
N 
M = 2 by DD, 
k=1,ck>0,1<j<2k 
由 引 理 5.4.14, 存在 = > 0, 使 得 对 任何 ge 9(To(L)), 都 有 zx: Mg e ZL2[1,co). 因为 
对 任何 g € C8(1, co)， 
N 
(gg = DD crllz™® Drgll? > collgll?, 
k=0 
所 以 To(L) 有 闭 值 域 , 这 样 M 就 关于 To(L) 相对 紧 , 于 是 根据 引 理 5.4.12， 
nullityTi (RT) = nullityTi(L). 


但 是 R+ = zx"*Lz-", 故 若 g e kerT1(R1), 便 有 xz-"g € kerTi(L). 作 kerTi(R+) 到 
kerT1(L) 的 映射 + : rg = z-"g, 显然 > 线性 且 保持 线性 无 关 , 由 于 这 两 个 空间 维 
数 相等 , + 必 是 映 上 的 . 这 样 对 f € kerT1(L) 便 有 g es kerTi(R+) 使 得 rg = 了, 即 
f=z-"g, 故 zj = ge 了 2[1,oo), 证 毕 . 
N 
引 理 5.4.17 设 工 = 2》_(-D) eeD z” 是 [lco) 上 的 正则 微分 算式 , 满 


k=0 
足下 列 条 件 : 


5.4 一 类 高 阶 对 称 微分 算式 极限 点 的 Kaufman 方法 ‘3651. 


(1) co > 0;n(0) S20; 

(2) ex > 0; 

(3) 当 有 > 了 时 , n(k) — 2k < n(7) — 27. 
如 果 工 是 极限 点 的 中, 而 (ZL)f = 0, 则 对 任何 非 负 整数 7 与 都 有 2"D*f < 
L2[1 ee) 

证 明 =0 的 情形 前 面 已 经 证 明了 . 

(1) 令 呈 = z-"Lz",5 = R 一 上 ,这 里 n 是 自然 数 . 由 于 对 任何 f € CF(1,o0) 
通过 分 部 积分 可 得 


N 
[EF = DY oul” Dry Scolfls, 
=0 
所 以 ran7b(Z) 闭 . 再 由 引 理 5.4.13 与 引 理 5.4.14, 5S 关于 Tb(L) 相对 紧 , 所 以 由 引 
理 5.4.12, 9(To(R)) = 9Z(T0(L)). ranTb(R) 闭 且 


nullityTi (RT) = nullityTi (ZL). 


因为 5+ = R+ 一 工 与 3 是 同一 类 型 的 算 子 , 所 以 5+ 关于 Tb(L) 也 相对 紧 , 于 是 
Z(To(R+)) = F(T0(D)), ranTo( Rt) 闭 且 


nullityTi(R) = nullityTi (L). 


这 样 根据 定理 1.2.1 与 L 是 极限 点 的 便 知 R 与 R+ 也 都 是 极限 点 的 , 因此 Ti(R) 
与 To(R) 的 定义 域 以 及 TI(L) 与 To(L) 的 定义 域 都 只 差 紧 支 集 的 Ce。 函数 , 由 于 
2(TH(R)) = 2(T(D)), 所 以 ZT (R)) = ZT(D)). 

(2) 若 f € kerTi(L)， 则 对 任何 自然 数 n, zm*f se L2[1,o0), 故 g = zj e 
kerT1(R), 于 是 ge 9(TI(L)), 由 引 理 1.2.4, 存在 gi e ZB(To(L)) 与 ge 0™,suppg2 
紧 , 使 得 g = gi + go, 根据 定理 5.4.2, To(1) 分 离 , z™N)-*D2N-kgl € L2[1,o00)(k = 
0, 1,… ,2N) 因此 也 有 


BME oe Ll) b=0 1 iN. 


(3) 对 任何 非 负 整 数 7,z"Df = z"D(z-"g) = xzr Do 一 nz"-"-1g, 对 给 定 
的 ", 选 n 充分 大 使 7r 一 nn 一 1 < 0,7 一 n < n(N) 一 2N 十 1, 则 由 (2) 便 可 得 
zrDj € 12[1, 00)(7 = 0,1,2,…). 同样 地 , 对 非 负 整 数 +, 由 


zDD?f =7° Dr "9) = 2" "Dg— 2nz "liDg+n(n+1)r’ "29, 


Q@ 这 一 假定 其 实 是 不 必要 的 , 因为 下 面 将 证 明 这 一 类 微分 算式 都 是 极限 点 的 . 
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取 n 充分 大 使 得 7 一 nn 一 2 < 0,7 一 nn 一 1 <n(N) 一 2N 二 1, 则 由 (2) 又 可 得 x"D?f e 
ZL2[1, oo0)(7 = 0,1,2,…). 如 此 作 下 去 最 后 可 得 x7 D2Nf e L2[1,o0)(7 = 0,1,2,:…). 
(4) 车 fe€ kerTi(L), 由 于 寡 函 数 在 [1, co) 上 无 穷 可 微 , 所 以 由 DLf = 0 得 
VD ei 存在 且 
EN Dp 0 


其 中 , M 是 一 个 阶 数 < 2N 的 多 项 式 系数 微分 算式 , 由 (3) 知 
WN ED P= 0 


故 
gD eo m0 ly 


按 这 样 作 下 去 便 可 证 得 引 理 ， 
引 理 5.4.18 = Dm )D* 是 [1, oo) 上 的 正则 微分 算式 , 如 果 f 满足 


下 列 条 件 : 

(1 天 车 开交 Boy 

(四 DA 二 0 六 二 0,l 三亚 

(3) 对 任何 k=0,1,… ,NN, 当 0< jg<%k 时 ,都 有 pr(x)D*-if € L2[1,o00); 
则 f € 2(70(L)). 

证 明 取 岂 e Cece(-co,co), 使 得 


在 [1,00) 上 令 
hn(z) = h(x —n), WW 


1 


则 holz) 在 In+1,00) 上 为 零 , 当 交 趋 于 无 穷 时 , |haf 一 || = ( Fm- Plas) | 
趋 于 零 . 另外 , 由 


N k 
Blef) = WLi tS Be ( 2 ) Di De 


晤 三 注 j=1 


当 n 趋 于 无 穷 时 , 显然 有 


jpmw WEDS 


k=17=1 


< oe pe DfPdz 一 0 


有 = 
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故 n 趋 于 无 穷 时 ，. 


|L(hn,f) 3 LAI| < | Lf SE LH|| a DJ71 7 和 7 了 


也 
人 ne 


趋 于 零 , 于 是 L(h%f) 在 L2[1, co) 中 收敛 到 Lf. 
下 面 证 明 hf es 9(7b( 万 ). 由 条 件 (2), Dr(hf)(1) =0,k=0,1,...,N 一 1 并 
且 supphnf c [1,n 十 2], 如 果 记 M 为 工 在 区 间 [1,n 十 2] 上 的 限制 , 则 由 于 


SS 


N k 大 
[人 ) Penaoe 


2(ToM)) ={feE9g(mON))IDHD = Df(n+2)=0,k=0,1,...,N—1)}, 


hnf 限制 在 [1,n +2] 上 显然 是 在 To(M) 的 定义 域 中 , 故 存在 CY(1,n + 2) 的 序列 
{fm} 使 得 在 空间 ZL2[1,n ++2] 上 , fm 一 hnf,Lfm 一 (hnf), 将 fi 零 扩 张 到 整个 
so) 上; 则 六 丰 G8(W66) 且 在 空间 Z?[1yo8) 上 {fa 二 ppbp== 区 到 站 
这 表示 hf € 9(To(L)). 

由 于 Tb(L) 是 闭 算 子 , 而 在 空间 IL2[1,o0) 中 hwf 一 f,L(hnf) -LF 所 以 
fe 9(Tb(L)). 证 毕 . 

引 理 5.4.19 设 工 三 》(-1)*ceD*z"W)D* 是 [lco) 上 满足 下 列 条 件 的 正则 
微分 算式 ; 

(Le 2 0;00 >0;n(0) 2.21; 

(2) 当 丰 > 了 时 , n(k) — 2k <m( 力 一 27; 

(3) 工 是 极限 点 的 ; 
则 M = (-17DIZDL 也 属于 极限 点 型 , To(M) 有 闭 值 域 且 (MM) 是 分 离 的 . 

证 明 (1) ran7b(M) 闭 , 因为 对 fe CF (1,o00) 有 


N 
-| LT)*t ToDeT nk) Dt 1 


R=0: 


N 
-Df elope 
k= 


n(0) 


> olla DA? =00 ((-1)’ Dro) DF,f), 


|(M ,7)| 


由 引 理 5.4.7, 存在 正 数 = 使 得 (-1)Diz™% DT > ez"™0)-27, 故 |(Mf,f)| > coslljl2. 
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354 ， 


(2) 由 工 的 平方 可 积 解 可 以 构造 M 的 平方 可 积 解 . 设 9 e kerTi(Z), 由 引 理 


5.4.16, zrg E L2[1,o0)(7 三 0,12…) ; 令 


因为 i | 
[ lever = sleolae < all zol, 


1 


所 以 可 以 设 al = 人 g(z)dz. 于 是 
1 


ra=|/ 0 < (EE) (Fora) 


SOBET Fl, di, 
由 此 可 知 
A ee 
再 令 | 
oo) = { (90 -ena 


同样 地 , yg* 一 ai 绝对 可 积 , 故 oz = 站 “jd 在 在 ;而 


go ol=|/ (0°00 -oa 
dt 3 T| 水 3 水 阔 二 一 太 
(FO (Fewer) cor 


其 中 ,> = 1,2,…. 所 以 


a (O00) E L211, bo) 


VE A 区 汪 


这 样 做 过 了 次 以 后 便 可 得 到 一 个 函数 f(z) , 使 得 
D’f = 9, 
而 wolf 一 出 己 L200)(r i 0 1 2 7); 其 中 ， 也 是 一 个 I—1 阶 的 多 项 式 . 1 
h(z) = jz) —p(z), 则 h € kerTi(M). 从 构造 可 知 
en 


oer) k=0 .sd 
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但 是 由 引 理 5.4.17, zrDko e L2[1, 00),k,7 = 0,1,2,.…, 故 
x" Dh € L?[1,00), k,r=0,1,2,.... 
(3) 由 于 ran7b(Z) 显然 是 闭 的 , 而 工 属于 极限 点 型 , 故 
nullityTi(L) = N. 


对 ker71(Z) 的 一 组 基 g1,.… , gw, 可 以 构造 出 相应 的 一 组 M 的 平方 可 积 解 hi,:… ， 
hn, 它们 也 是 线性 无 关 的 . 对 每 一 个 hj, 取 wp; e C™,suppp; C [1,2] 且 


Dk) = Dhy(t), R=0L,,2N4 


这 样 由 引 理 5.4.18, 太一 oj E B(To(M))，j=1,…,N. 
对 任何 fs kerTi(M), 因为 


hj— 9p; € ZTIM))= DToAM)), 0= (Mf,h;— pi;)= (1,M(h;— 9p;)). 
于 是 由 Green 公式 知 
(Mf,h;— pi)— (f,M(hy— pi)) = [fhy — pi? = [f, hj— 3](00) = [f, hy](00). 
可 是 f es kerTi(M),hj € kerT1(M), 由 Green 公式 又 有 
0= (MF,h;)— (f, Mh;) = [f,hj]? = —[f, hl(1). 
另外 , 对 任何 z*(k==0,1,… ,I 一 1), 由 Mx*==0 知 
o=f Me -mat— / tr Mh;(t)dt = [zz hy]?, 


即 
[z*, hj](z) = [ze hy](1). 
但 是 zr Dkh, € L2[1, 60), kr =0 Tn 故 
lim [z”, hy](z) =0, 
于 是 
[ebay)s0, 3El NY WeOl Tl 
(4) 考虑 由 kerTi(M) 与 1,z,… ,z 全 1 张 成 的 子 空间 V, 后 者 不 属于 L2[1, oo)， 
所 以 V 的 维 数 是 了 + nullityTi(M). 作 解 空间 {f | Mf = 0} 到 C2N+271 的 映射 


af = (FO DI DY. 
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由 存在 唯一 性 定理 , o 保持 线性 无 关 , 所 以 c(Y) 的 维 数 也 是 T+ nullityTi(M). 而 
o {由 hi,… ,hn 生成 的 子 空间 } 的 维 数 是 N, 因为 Lagrange 双 线 性 型 用 C2?N+?7 
里 的 内 积 表示 乃 是 

[f,9](1) = (of, (Fxi)og), 
其 中 , (Fi) 是 非 退化 的 2N + 27 阶 矩 阵 , 故 由 

[f,h;](1) = 0， f € kerT1(M); $=], Ny 
a 让 壹 0 天 
知 (cj(PRDcp)=0FeV7i=1 ,NN. ol(V) 的 维 数 是 TnullityTi(M),{(Fri)oh; | 
7 = 1,… ,NN} 张 成 的 子 空间 维 数 是 N. 这 两 个 子 空间 直 交 , 于 是 
T+nmllityTi(M)< N+21, 

即 

nullityTi(M) < N+I. 
注意 到 ran7b(M) 闭 , 由 定理 1.2.1 与 定理 1.2.3 便 得 

d(M)=nulityTi(M)= N+1, 


M 是 极限 点 的 . 
(5) 因为 M 满足 定理 5.4.2 的 条 件 , To(M) 是 分 离 的 , 而 M 属于 极限 点 型 ， 
F(TI(M)) 与 9(To(M)) 仅 差 紧 支 集 的 Ce” 函数 , 所 以 Ti(M) 也 分 离 . 引 理 证 毕 . 
N 


定理 5.4.3 ” 设 工 三 7 是 [1l,co) 上 满足 下 列 条 件 的 正则 


k=0 

微分 算式 : 

(1) eg 0 

(2) 当 k > 时, n(k) — 2k < n()) — 27; 
则 工 属于 极限 点 型 , 且 元 (ZL) 是 分 离 的 . 

证 明 ”(1) 由 定理 5.4.2, mb(Z) 分 离 , 所 以 如 果 能 证 明 工 属于 极限 点 型 , T(L) 
与 Tb(L) 的 定义 域 便 只 差 紧 支 集 的 C™ 函数 , 于 是 (ZL) 也 是 分 离 的 . 

(2) 下 面 用 归纳 法 来 证 明 工 属于 极限 点 型 . 

(i) N =1 时 , 因为 coz"(0) 有 下 界 , 所 以 工 是 极限 点 的 . 

(ii) 设 定理 在 < N 时 都 成 立 , 考虑 N + 1 的 情形 . 这 时 


KK 
b==0WMD+, MH= aD 
到 


5.4 一 类 高 阶 对 称 微分 算式 极限 点 的 Kaufman 方法 .357. 


其 中 , K < N,aj; > 0,ar > 0, 显然 当 s > t 时 , m(s) -2s < m(t) — 2t. 
如 果 证 明了 -DMD 是 极限 点 的 , 则 工 便 是 极限 点 的 . 因为 
(a) n(0) > 0 时 , 对 js C9?(1, co), 用 分 部 积分 可 知 


(LA) SZ eol 7) 2 vol, 


所 以 ranTo(L) 闭 . 若 ge kerTi(L), 由 引 理 5.4.16, 对 任何 自然 数 n, zrg e L2[1, co)， 
特别 地 , z"(0)9g € Z2[1,co), 于 是 -DMDyg 也 属于 [2[1, o0). 这 样 , 利用 推论 1.2.3 
便 可 得 工 是 极限 点 的 . 

(b) n(0) < 0 时 , 可 以 考虑 工 十 1. 因为 由 定理 1.2.2, 工 为 极限 点 的 充分 必要 条 
件 是 工 十 1 为 极限 点 . 而 ran7b( 工 十 1) 显然 是 闭 的 , 由 


L+1=—DMD+ (cor™() +1) 


对 任何 g e kerTi(L 十 1), 因为 
) Cm 
p 


这 样 利用 推论 1.2.3, L 十 1 便 是 极限 点 的 . 
下 面 来 证 明 -DMD 是 极限 点 的 : 
@ 如 果 mm(r) > 27 十 2, 由 于 


K—r 
BND = 全 [> Cospeneraa Dt 
0 


根据 归纳 法 假定 ， 


(DoD mtn D! 


是 极限 点 的 , 利用 引 理 5.4.19, 便 知 -DMD 也 是 极限 点 的 . 
@ 如 果 m(r) < 27 十 2, 只 要 证 明 -DMD ++1 属于 极限 点 型 即 可 . 先 取 a > 0， 
使 得 m(7) +2a =27r 十 2, 令 


K 
Q < DOI oD tam a 人 人 2at 
==” 


K 
=—D [ee D+ 2x2° 


j="7 


=U+VW, 
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因为 由 归纳 法 假定 与 引 理 5.4.19, UV 是 极限 点 的 , V 显然 也 是 极限 点 的 ， 当 9 € 
kerT1(Q) 时 , 由 引 理 5.4.16 可 得 Vg = z2eg e L2[1, 00), 于 是 Ug e 5?[1, co). 利用 
推论 1.2.3 便 可 得 @ 是 极限 点 的 . 

考虑 


K 
R=7x°(-DMD+1)x° = 2° Bevo) wD 


Wy 
有 
K 
R-Q= SI (De Rs | 

这 = 术 

K 27 十 2 

= >》 (-1i+laj (> Tn | 

= el 


因为 @ 满足 引 理 5.4.14 的 条 件 , 所 以 存在 正 数 < 使 得 
2 (TQ)) CD (Tz (R- 0))), 
即 R 一 Q 关于 Tb(Q) 相对 紧 , 于 是 由 引 理 5.4.12 知 ranTo(R) 闭 且 
nullityTi (RT) = nullityT1(Q"), 
这 样 便 得 
d(R) = 3 [Paullitym (RT) + nullityTi(R)] = nullityTi(R+) = nullityTi(Q1) 


E > [nullityTi(Q+) + nullityTi(Q)] = d(Q)= K+1, 


因此 RR 是 极限 点 的 . 
如 果 fe kerTi(-DMD 填 1), 则 z-*f € kerTi(R), 故 


nullityTi(~DMD+1) < nullityN1(R)= K+1, 
显然 ranTo(-DMD +1) 是 闭 的 , 故 
dDMD+1)=mllityTi(-DMD+1)< K+l, 


再 应 用 定理 1.2.3, 便 得 dDMD+1) = KK 十 1, -DMD ++1 是 极限 点 的 , 于 是 归 
纳 法 步骤 完成 . 定理 得 证 . 


Ve oy AT 


5.4 一 类 高 阶 对 称 微分 算式 极限 点 的 Kaufman 方法 .359. 
cd 


N 
定理 5.4.4 设 工 三 》(-1)*Drpi(z)D* 是 [1,o00) 上 满足 下 列 条 件 的 正则 微 
分 算式 ， 
(1) pr(z) 都 是 具 实 系数 的 实 寡 寡 函数 的 有 限 线性 组 合 ， 


pk(Zz) = cpz”*) 十 低 阶 项 ， ck > 0; 
(2) 如 果 记 了 = max {n(k) 一 2k | ck > 0}, 集合 {k| ck > 0,n(k) -2k 二 7} 是 单 
点 集 ; 
则 (i) 存在 正则 微分 算式 


N 
M= > (-1)*as Dtz™() Dk 
k=0 
使 得 uk > 0, 当 >j 时 , m(k) 一 2k < m(j) 一 2j. LM 关于 To(M) 相对 紧 ; 
(说) 工 属于 极限 点 型 且 TT(L) 是 分 离 的 . 
证 明 (1) 构造 M: 取 av = cvw,m(N) = n(N), 如 果 


l= max{k |px(z) 0,n(k) — 2k > n(N)— 2N} 


存在 , 则 对 1 <k<N 取 ak =0, 而 a = cm(l) =n(1). 否则 对 一 切 k < N, 都 取 
k= 0. 

假若 1 存在 , 下 一 步 当 1 = max{k|k<1,pk(z) 关 0,n(k) 一 2k > n(1) 一 2} 存 
在 时 ， 对 < < 人 取 es 而 Qli = 6 ym(Li) = n(l1). 否则 对 一 切 太 泛 沿 都 取 
QE 


按照 这 样 做 下 去 便 可 以 得 到 M. 显然 M 的 最 后 一 项 是 
(1)*%cpoD*%z"(ko) Dko, 其 中 ,n(ko) 一 2ko = 


M 满足 本 定理 的 要 求 , 所 以 由 定理 5.4.3, M 属于 极限 点 型 , Ti(M) 分 离 . 这 个 M 
乃 是 微分 算式 工 的 主要 部 分 . | 

(2) 存在 s > 0, 使 得 对 一 切 fe 9(To(M)), 都 有 zs(L 一 M)f e L2[1,o0): 考虑 
L 一 M 中 的 一 项 cDiz!iDi, 分 两 种 情形 讨论 . 

(i) 1 = n(7) 的 情形 . 这 时 这 一 项 来 自 (-1)iDip;(z)Di, 根据 M 的 构造 , 存在 
>>j7 使 得 n(k) 一 2k >m( 力 一 27, 而 (--1)*cnD*zm(%)Dk 是 M 的 一 项 . 

如 果 > ko, 则 由 引 理 5.4.14 可 得 


vz DiziDif € L2[1,00), fe Z(THAM)). 
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如 果 太 二 ko, 则 由 条 件 (2), n(k0) 一 2ko > n(j) 一 27, 由 于 五 (M) 分 离 , 所 以 也 
存在 = > 0, 使 得 
vz DiziDif € L?[l,%0), f € 2(To(M)). 
(1 < mn() 的 情形 . 
如 果 (TicjDiznG)D;i 是 M 的 一 项 , 则 由 五 (M) 分 离 , 可 知 存在 = > 0， 使 得 
rz: DiziDif € L2[1,0%), f € 9(To(M)). 


如 果 (1)icjDiznG) Di 不 是 M 的 一 项 , 则 由 M 的 构造 , 存在 k > j, 使 得 
n(k) 一 2k 之 n( 四 一 2j, 而 (1)*csD*z"*) Dk 是 M 的 一 项 . 于 是 由 五 (M) 分 离 , 也 
存在 s > 0, 使 得 

rz DiziDif eZL2[l,oco)，Je92(To)). 
(3) 工 是 极限 点 的 . 
(i) 如 果 7+ > 0, 即 n(ko) 一 2ko > 0, 由 引 理 5.4.7, 存在 正 数 6， 使 得 


(=1) er kozn(ko) Dro > ern(ko) 2ko 一 ex”, 
于 是 对 f € C8°(1,o0), 有 


N 
(MF P= Dar es Df >elf lh, 


k=0 


因此 Tb(M) 有 闭 值 域 , 由 (2) 与 引 理 5.4.13, L 一 M 关于 To(M) 相对 紧 , 这 样 由 引 
理 5.4.12 便 可 得 9(To(D)) = F(To(M)) 且 工 是 极限 点 的 . 

(i) 如 果 + < 0, 考虑 M + 1, 它 仍 是 极限 点 的 . 此 时 To(M + 1 有 闭 值 域 . 但 
9(ToM +1)) = 9(To(M)), 由 (2) 与 引 理 5.4.13, 工 一 M 关于 To(M + 相对 紧 ， 
利用 引 理 5.4.12, 9(T(E+1D) = 98(To(M)), 工 二 1 是 极限 点 的 , 故 工 为 极限 点 . 

(4) 5 M 关于 To(M) 相对 紧 ， 只 考虑 r < 0 的 情形 ， 设 {fn} 是 空间 
(ZTCM)) ,1) 的 有 界 集 , 因为 


n+ 上 (M+tDf 1s 21 不 册 


所 以 {所} 也 是 空间 (2(To(M 十 1) | | 的 有 界 集 . 可 是 工 一 M 关于 Tb(M +1) 
相对 紧 , 故 可 以 抽出 子 列 {fn.} 使 {(L 一 M)fn} 在 L?[1,o0) 中 收敛 . 

(5) TI(L) 分 离 . 由 于 To(M) 分 离 , 而 9(TbW)) = 9(ToL +1)) = DTo(M)), 
根据 M 的 构造 可 得 To(L) 的 分 离 性 质 . 再 利用 工 是 极限 点 的 以 及 定理 1.2.6, 便 得 
T(L) 的 分 离 性 质 . 定理 证 毕 . 
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ied a sd 5 全 生生 汐 SA 后 


N 
定理 5.4.5 设 L= > (-1)*DFpk(z)ZD 是 [1, co) 上 满足 下 列 条 件 的 正则 微 


分 算式 ， i 
(GD px(z) 是 具 实 系数 的 实时 紧 函数 的 有 限 线性 组 合 . 


Dk(ZT) = ckzZntp) 十 低 阶 项 ， ck > 0， 
人 


(2) 如 果 记 7 = max {n(k) 一 2k | ck > 0}, 集合 {| ck > 0,n(k) - 2k 二 7} 是 单 


点 集 ; 
则 (i) 存在 正则 微分 算式 


N 
M= > (-1)*ar Dz™(%) Dk, 


使 得 a > 0, 当天 > 了 时, m(k) 一 2k < m(j) 一 2j. LM 关于 To(M) 相对 有 界 ; 
(这 工 极限 点 且 (ZL) 分 离 . 
证 明 设 pwv(z)=cwznv) +pwo(z), 则 pwo(z) 的 阶 数 <n(N). 记 


| 
7o 三 (-1)Ne_DNznCVDDN 十 一 1 k Dkp 2)D*. 
N 
k=0 


Le=Lo+eW, 0<e<gl, 
其 中 , W = (-DNDXpwo(z)DN, 则 工 = 厂 . 
(1) 对 Lo 构造 M 如 定理 5.4.4, 则 Lo 为 极限 点 , mi(Zo) 分 离 且 9(Tb(Zo)) = 
Z(To(M)). 
(2) 对 任何 je 9(To(M)), 因为 (Lo) 分 离 , 对 1 > 1,z"N)-1D2N-1f 都 平方 
可 积 , 所 以 由 引 理 5.4.11, L 一 M 关于 To(M) 相对 有 界 . 
(3) To(Le) 是 分 离 的 .考虑 Ze +1= Lo 二 1+eW, 则 


(Let+1)?=(Lot+1) +eW?+e((Lo+1)W+W(Lo+1)). 
由 定理 5.4.4, Lo = M + (Lo 一 M), Lo 一 M 关于 To(M) 相对 紧 , 所 以 
9 (ToLotl))= (Do(Lo)) = DD(M)) = 9 (To (M +1)), 


于 是 
[M+DINS KOFN+IN Lo +DIN), fe2(n(Lot1)). 
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因为 ran7b(Zo + 1) 闭 , (Tb(Lo 十 1)) ”是 有 界线 性 算 子 , 故 
| M+)F < Ki (Lo + 1)f); 


即 有 某 个 6 > 0 使 得 
(Eo > 


(i) 下 面 先 证 明 对 任何 0< 7 入 2V, 均 有 正 数 n 使 得 

D2Nz27(N) D2N 下 = DN TN 
如 果 对 一 切 t, 0<t<7, 都 有 2n(N) 关 2t 十 1, 则 由 引 理 5.4.7, 便 得 不 等 式 . 
如 果 存 在 某 个 to, 0 < to < "7, 使 得 2n(N) = 2to 十 1, 则 由 引 理 5.4.7 可 得 


了 2Nzan(N) D2N > mm (~1)2N-to D2N-tor2n(N)-2to D2N to. 


记 7=to 十 To0,T70 之 1, 于 是 对 fe CF(1,o0), 用 Goldberg 不 等 式 将 得 
(TN TD DN a 
| 
= 上 a 
I ls 
AV ED A 
< ep PRI. 
1 
因此 不 等 式 也 成 立 . 
(让 (ZEo 十 1 二 e2W?2 > e((Lo+1)W+ 玉 W(Lo 十 1)) :考虑 右 端的 某 一 项 , 其 
形状 为 
C ((—1)’? Diz! DI’) (YD VeeD™) 或 < ((—D)*D Ya? D™) ((—1)D’z!DI’) a 
其 中 , 1 < n(7),p < n(N). 只 看 前 一 种 情形 , 把 它 展开 来 , 得 
N+2j 


》 本 


r=0 
当 0<r < 27 时 , 对 任何 je C8°(1,o0), 由 Leibnitz 法 则 与 Schwarz 不 等 式 ， 
有 
ra A f)| < eh 次 
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27 一 了 
< > dy DA 2 | 
wu=0 
27 一 人 
Ds 


vu=0 
可 是 


D2Nz27(N) D2N > Bd DM 
27 2m(7) 27 > D2 x2 D2i 1)27—7—u N21—7T—u 2l—27r—u 门 27 一 r 一 你 
Dn D3 十 1 关 D22Z DY +1>n(-1) D D 


再 注意 到 M 的 构造 , 存在 大 > jj, 使 得 n(k) 一 2k>>n(j) 一 2j, 而 (1)tcsD*zn(k) DK 
是 M 的 一 项 , 所 以 有 正 数 m1, 使 得 


D2kz2n(p Dk 1 > m1 (Den 再 1) > (DY De 下 1) . 
最 后 便 可 得 
(MX+12 > si (Da DR 十 D2kz2n( D2k 十 1) > zlHp-rD2N+27-r 
当 21+1<rg21+N 时 , 记 r=21+rol 和 ro 和 N, 对 jecCgye(lco)), 有 


ztp-"7 D2N+2i—7 =|(z!+p-—2j—ro D2N—ro 
I( 不 |= 天 月 | 
Sh "De me 


同样 地 , 由 


D2Nz2n(N) D2N Ts n(—1)2N-ro D2N—rozw2n(N)—2ro D2N-—ro 
Sy (=1)2N—70 D2N—rog2p—270 TN ro 
D2kz2n(k) Dk 4 1 > nr2-4 


也 可 得 
(M+ 1)? a (Dr 十 D2kz2n() D2k 十 1) > zi -7 D2N+2I-r 
所 以 最 后 总 有 
(Lo+1)?+eW?>e((Lo+1l)W+W(Lo+1)). 


(十 ) 仿造 定理 5.4.2 的 证 法 , 便 可 得 To(L。) 是 分 离 的 . 
(4) 因为 To(Le) 分 离 , 所 以 9(Tb(Ze 二 1)) = 9Z(To(Lo 十 1)) 而 且 


To(Le + Df < 天 se (Nfl+ | To(Les +1)f1), fe 2(To(Lo+1)). 
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由 于 对 任 给 的 7 > 0, 当 si 与 sz 充分 靠近 时 , 具体 考虑 To(Les 二 1)f 与 To(Les 十 1)f 
的 表达 式 可 得 


To(Les + 1)f -ToLes + F< 7 + NILe + DN), fe 2(To(Lo + 1)). 
而 To(Le +1) 都 有 闭 值 域 , 这 样 利用 文献 [14] 的 定理 V.3.6 包 , 算 子 的 指标 在 微小 摄 
动 下 不 变 ， 故 得 

IndexTo(Le+1)=IndexTo(Lo+1), 0<egl], 


即 
dim L?[1, 00)/ranTo(Le + 1) = dim L?[1, 00)/ranTo(Lo + 1), 


nullityTi(Le+1)= nullityTi(Lo + 1). 
这 样 由 Lo 为 极限 点 便 可 得 
d(L+1)=nullityTi(L+1)= nulityTi(Lo+1)= d(Lo+1)=N. 


于 是 工 是 极限 点 的 . 由 9(mC+D)= 9(Tb(Lo 十 1)) 知 To(L) 分 离 , 利用 工 是 极 
限 点 与 定理 1.2.6 便 可 得 (LZ) 分 离 . 定理 证 毕 . 

最 后 , 通过 一 个 反例 来 说 明定 理 5.4.4, 定理 5.4.5 中 的 条 件 (2) 是 不 可 少 的 . 先 
证 明 一 条 引 理 . 

引 理 5.4.20 ” 设 工 三 》,(-1)*D*pk(z)D* 是 [1,o00) 上 正则 的 微分 算式 , pk(z) 

k=Q 

都 是 非 负 的 Cee 函数 , 如 果 工 属于 极限 点 型 , 则 对 任何 fe 9(Ti(L)), zy 都 平方 
可 积 . 

证 明 ”由 于 工 是 极限 点 的 , 所 以 最 大 算 子 与 最 小 算 子 的 定义 域 仅 差 紧 支 集 的 
Cee 函数 , 因此 只 需 对 fe 9(To(L)) 证 明 结 论 即 可 . 

当 fe 9Q(m(D) 时 , 存在 Cge(l,co) 中 的 序列 {f}, 使 得 在 空间 L?[1,o0) 中 
{6} 趋 手 而 全 轴 } 欧 于 工 f. 由 


N oo co 
kp |2dz > |2d 
li ol > (bff) = > ) pilD* fal?dz > 而 | 六 Pa 


Jim Lfnl | fal = ELI 


@ 这 一 定理 涉及 的 概念 颇 多 , 故 从 略 . 
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So 


便 知 , 存在 常数 K, 使 得 对 任意 4 > 1 和 自然 数 六 均 有 
1 a 
E 


由 Riesz 定理 , 存在 {f%} 的 子 序列 {f%.} 在 [1, 4] 上 几乎 处 处 收敛 到 f, 所 以 在 
hs 下 ， 
im po(z)|fns (TN 一 po(z)lf(z)P， p.p， 
于 是 利用 Fatou 引 理 可 得 
polfl?dz < K. 
因为 4 是 任意 的 , 故 pf e 72[l, co)， 
定理 5.4.6 ”存在 a > 0 和 6 > 0, 使 得 微分 算式 
五 三 一 D37za+6 D3 半 Br 
在 [L, co) 上 不 属于 极限 点 型 


证 明 只 要 在 9(T1(L)) 中 找 一 个 函数 f 使 得 z3 了 不 平方 可 积 即 可 . 考虑 方 
程 Ly = 0 的 寡 函 数 解 , 显然 Lz* = 0 的 充分 必要 条 件 是 和 满足 代数 方程 


AAA-1)(A-2)( 和 +a+3)(A 和 +a+2)(A+a+D=A， 
这 里 和 是 一 个 复数 , 取 入 = -1 十 边 , 令 
01(b) 一 argX， 02(b)=arg(A—1), 03(b)= arg( 入 一 2)， 
0a(b,a) = arg( 入 十 w 十 3)， O05(b,a) = arg( 和 十 wa 十 2)， 06(b,a) = arg( 和 +a 二 1. 
如 果 能 取 到 正 数 b 和 a > 1 使 得 yb = 2m 则 zt+i 属于 9(T(Z)), 但 由 于 


于 
ao_2 > _1 故 zw-1+% 不 平方 可 积 , 因此 有 正 数 w 8 使 微分 算式 二 = _DazateD + 
Bze 为 非 极 限 点 型 
现在 来 证 明 存在 上 述 的 正 数 5 和 a > 1. 由 图 5.4 可 知 对 固定 的 w 


入 一 2 入 一 1 入 和 十 a 十 1 和 二 a 二 2 和 二 a 十 3 
. . . ) . . . 
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,lim 01(b) =, lim bg = , lim. bg)= 2 下 他 
,lm 04(b,0) = ,lim 05(b, a) = , lim, be a 3 = 
所 以 可 以 取 到 正 数 bo, 使 得 
01(bo) + 02(b0) + 03(bo) < 2n, 

01(b0) + 02(b0) + 93(bo) + 04a(b, 1) + 05(b,1) + 06(b,1) > 27. 
但 是 

,lim Oa(bo,0) = ,lim 0s(bo, 0) = , lim 6(bo, 09) = +0， 
当 a 充分 大 时 , 便 得 

01(b0) + 02(bo) + 03(b0) + O04(bo, 9) 十 05(bo,a) + tel(bo, Qo) < 27, 
这 样 由 于 94(bo, Qa) 十 05(bo,Q) +b6(bo,a) 是 a 的 连续 函数 , 故 必 存在 ao > 1, 使 得 
01(bo0) + 92(b0) + 03(bo) + 04(bo, 0) + 05(bo, go) + belbo, 00) = 27. 


定理 证 毕 . 
在 Kauffman 的 文章 中 也 讨论 了 条 件 (2) 不 成 立时 的 情形 , 这 时 如 果 再 附加 
上 别 的 条 件 仍然 可 保证 微分 算式 的 极限 点 性 质 他 证 明了 下 述 定理 : “ 设 工 = 


》 `(-1*Dxpk(z)D* 是 [lco) 上 的 正则 的 微分 算式 , 其 中 ， 不 恒 为 零 的 pk(z) 都 是 


普 项 系数 大 于 零 的 实 寒 宕 函数 的 有 限 线性 组 合 
pk(z) = ckz"*) 十 低 阶 项 . 

记 

r= max{n(k) — 2k}, Q@= {kin(k)— 2k=7}, 

R= y (1 p= (1) De TD,. 

KEQ kEQ 

若 马 (BR 分 离 , 则 工 属于 极限 点 型 且 (5) 分 离 .” 由 此 可 以 证 明 一 切 这 类 “多 项 
式 系数 ”的 四 阶 微分 算式 都 是 极限 点 型 的 , 而 且 其 最 大 算 子 还 是 分 离 的 . 这 是 一 个 
很 漂亮 的 结果 , 比 之 A. Devinatz, P. W. Walker 和 A. D. Wood 利用 渐 近 方法 得 到 
的 某 些 结果 要 更 好 些 . 有 兴趣 的 读者 可 以 进一步 去 阅读 Kauftman 文章 [16] 的 第 二 
部 分 . 
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并 非 所 有 对 称 算 子 都 能 延 拓 成 为 自 伴 算 子 . 
例 1 设 瓦 = L210,o0), 全 是 由 i 生成 的 微分 算 子 


2(T) = CF°(0, 0%), 
Tf=if’, vfe 2(7). 


(1) 开 对称: 
G49= |/ Ne / 人 
0 0 


(2) 共 轿 算 子 7*: 
设 he 9(7), 对 任何 8>a>0, 对 任何 emin {0, 23， ES = 


pe(T — pb) — pe(z — Qa), 这 里 p € C8°(R), p(x) > 0, p(x) = p(—x), suppp C [~—1,1], 


{olas = vel) = ip(E), fe e CF(0,1), 取 


a,B = a,B d 
seo) = 人 fo)ap 


则 ga e 9(T) 且 


0， T&Aa—e, 
=1 < (nm) 0 gr = =1 QFE 


不 >pB+e. 


(Fog,) = (920, Th) = {ge (oF)d, 
0 
les (oem 人 zs Im 人 zl 
T*h € L2[0, co), 所 以 T*h e L[0,a+ 人 Bl. 而 im gEB (2)T*h(z) = 一 Xia al(z) 开 (zh， 
所 以 在 [0,a + 6] 上 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 可 得 


~ 有 一 一 一 一 
lim, 980, T°) = — { Fear 


E Q 
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另 一 方面 
(Figeh, h)= > fe (w) Re) dr = i( plorede— | eensar), 


当 e 一 +0 时 , /7 pe(z 一 直 h(z)dz = pe * h(t) 平均 收敛 到 h, 所 以 选取 一 个 趋 于 0 
的 数列 {fs*} 可 得 
,Jim pe * 有 h(t) = h(t) 几乎 处 处 成 立 . 


改变 记 在 一 个 零 测度 集 上 的 值 , 可 以 认为 此 等 式 点 点 成 立 . 那么 


lim (Tg®®, nh) =i(h(B) — h(a)), 


E 一 0 十 
因此 
-矿区 DG = (RD) — Ra)), 


/i 
f ne)ar = i(n(e) = h(E)) 


这 表示 he 4Croc[0， oo)， 而 
ih’(z) = T*h(z). 
反 过 来 , Vg e ACioc[0, 00), 9 se L2[0,o0), 当 f & 9(T) 时 便 有 


G49= ra = | yore = | fa 


故 ge 9(T*) 且 7*g = ig'. 这 样 便 得 
9(T*)= {he L2[0, oo0)|h € ACiocl0, 00), h’ € L210, 00)}, 
Tri VEDT: 
(3) T 没有 自 伴 延 拓 : 
由 (2) 知 全 不 自 伴 . 如 果 工 是 7 的 自 伴 延 拓 , 则 


个 声 字 二 守 "， 


yO de 
2(T) C 2(7*), 


Vf,g & 9(T), 应 有 
(Tf,9) = (f,T9), 
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即 
1 ij(z)g(z)dz 一 [ f(x)ig'(z)dz. 
而 Ooe 
(Tf,g) =if (vo) le + Hoj 订 Gdz， 
所 以 
ijzli = 0， 
即 


dim, if(z)g(7) = if(0)g(0). 


因为 六 ge 29(7T*), 所 以 f,f',g,g' ee L?2[0, oo0), 由 


(Ge = (F(z)f(z)) = f(z)F(z) + f(z) F(z), 
知 (|f(z)|2) es [0, co), 于 是 由 


jdP -OP = f (Pyas, 
0 
知 lim |f(z)P =@, 但 fe [0,o0), 故 a==0, 因 此 


ji f(%) = 0; 


TO0 


这 样 , Vf e 9(7T), 便 应 有 f(0) = 0! 
那么 , 对 任意 fe 9(T),9g ee B(T*) 便 有 


A=] nt ~ . a 


这 表示 ge 9(T*) 且 7T*g = igy'. 因而 9(7T*) Cc 9(T*) = 9(T), 这 是 不 可 能 的 , 所 
以 T 了 没有 自 伴 延 拓 . 

什么 样 的 对 称 算 子 有 自 伴 延 拓 ? 自 伴 延 拓 怎 样 找 呢 ? 

绝 大 多 数 泛 函 分 析 的 教科 书 或 专著 在 讨论 对 称 算 子 自 伴 延 拓 时 , 都 采用 1930 
年 J. von Neumann 的 描述 , 即 证 明 具 有 相等 亏 指数 的 对 称 算 子 4 有 自 伴 延 拓 , 且 4 
的 自 伴 延 拓 与 它 的 亏 子 空间 Kj, K_ 间 的 西 算 子 可 以 建立 一 个 一 一 对 应 关系 . 这 样 
当 dim Kj = dim K_ < oo 时 , 4 的 自 伴 延 拓 便 可 以 与 KK 一 K_ 的 西 变换 (变换 条 
阵 为 本 矩阵 ) 建立 起 一 个 一 一 对 应 . 这 种 描述 用 来 讨论 微分 方程 和 数学 物理 中 常 碰 
到 的 对 称 微 分 算 子 的 自 伴 延 拓 并 不 方便 , 因为 这 个 描述 并 没有 给 出 自 伴 延 拓 定义 域 
中 的 元 素 在 边界 上 的 特征 , 而 处 理 微分 方程 问题 时 , 很 自然 地 希望 自 伴 延 拓 能 与 边 
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界 条 件 联系 起 来 . 1939 年 Calkin 的 文章 (Abstract symmetric boundary conditions, 
Trans. Amer. Math. Soc. 45(1939), 364-442.) 便 是 从 边界 条 件 角度 去 刻画 自 伴 延 
拓 的 定义 域 的 . 
引 理 1 设 了 为 闭 对 称 算 子 , Im 和 了 头 0, 则 ker(XT 一 T) = {0}, ran(AXT 一 了 ) 为 
闭 子 空间 且 
刀 =Tran(XT 一 全 ) 四 ker(XT 一 7) = ran(XT 一 人) 四 ker( AT — 7T*). 
证 明 ”因为 
IQI-T)zl?= (Mz 一 TzXz 一 Tz) 
三 信介 lz 一 2ReA(zTz) + Tzll? 
> ImxXzllzl 


所 以 ker(XT 一 了 TT) = {0},ran(AT 一 了 ) 为 闭 子 空间 , 从 而 引 理 成 立 . 

定义 1 设 工 对 称 , 称 及 = ker(T* 一 i7),K_ = ker(T* 十 iD) 为 了 的 亏 子 空 
间 , 称 dj = dim Kjy,d_ = dimK_ 为 了 的 亏 指数 . 

引 理 2(John von Neumann 分 解 ) ” 设 卫 闭 对 称 , 则 29(T*) = 2(T)@K.@K_. 

证 明 (1) 分 解 的 存在 性 . 

对 任意 ze 9(T*),(T*-i7)z 有 意义 , 因为 由 引 理 1, 瓦 = ran (T 一 iD)@ker(T* 十 
i7), 所 以 存在 zo e 9(T), xz2 e K_, 使 得 


(T* —iD)z= (T —il)zo+t x2. 
由 于 zo € 9(T*), 而 T*zx2 = 一 ix2, 所 以 
x2 = -aa = Te yg. 
前 式 可 改写 为 


J : = i a Z 一 2 二 
0 一 1 17Z0 2 一 0 2 > 藤 攻 


这 表示 z 一 zo - 3z2 & K+, 于 是 


i i 
zs= 20+ (> 一 aa- Sm) + dr 


(2) 分 解 的 唯一 性 . 
车 0= .76 +i W220 &€ D(T), Ti €E Ki,x2 EK,, 则 
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0= (7T* —iT)(zo + x1 + x2) 
一 4 一 i7)zo 二 (Gi = i7r)z2 
三 (了 一 这 )zo 一 2iz2， 


而 
H=ran (了 一 这 ) 四 ker(T* +i7), 


所 以 za = 0. 同 理 , 两 边 作用 T* + 可 得 z1 = 0, 最 后 zo = 0, 即 分 解 唯 一 

推论 1 设 T 闭 对 称 算 子 . 5 为 了 的 延 拓 ,满足 Tc 5 c T* , 则 存在 K+:@K_ 
的 子 空间 K, 使 得 9(5) = 9(T)@ KK. 

证 明 令 


K={zEéK:@K |3re€ 29(5) Rye 9(T), 使 得 z = y 十 zz}， 


容易 验证 K 是 Kj; @ K_ 的 线性 子 空间 , 从 而 {0} Cc Kn 9(T) c (K,@ K_)N 
多 (7T) = {0}, 所 以 2(T) @ K c 9(5). 而 对 任意 ze 9(5) < 29(7T*), 由 引 理 2， 
有 z = zo 十 x1 十 zx2, 其 中 , zoe 2(T),z1 € Ki;z2 € K_, 于 是 zw 十 xo€ K, 即 
9(T)@K 2 9(5), 所 以 

29(5) = 2(T)@K. 


定义 2 ” 设 卫 对称, 令 
(%, y) = (T's, y) FS (oy Ty Vr,y 二 DT ), 


则 (, 》 为 2(7*) x 9(T*) 上 双 线 性 函数 (对 第 一 变 元 线性 ， 第 二 变 元 共 斩 线 性 ). 此 
外 还 有 (7,Y) = —(y, 7). 
例 2 设 二 = 52[0,1], 


Y= eH € A000 FeO = A =0. 
Tf=if' Vie 2(7), 
则 了 T 是 闭 对称 算 子 , 类 似 例 1, 可 算得 
DE) = {fe HI AO, 1, FE HY. 


由 于 et? € 9(T*)\ 9(T), TT*. 下 面 求 了 的 自 伴 延 拓 . 
了 不 自 伴 , 因为 其 边界 条 件 太 严 , 而 T* 中 条 件 又 太 宽 ! 对 任意 f,g e 2(T*), 
有 


(f,9) = (Lf,0) = (FI 9) 
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由 此 式 可 找 出 了 的 自 伴 延 拓 的 适当 边界 条 件 . 设 5 为 工 的 自 伴 延 拓 , 则 TC 5 = 
S* CT*, 对 任意 f,g Ee 9(5), 由 5 自 伴 , (Sf,g) = (f,S9), 所 以 


(f,9) = 0, 


取 g= fe9(SN2(T), 则 |f(D)] = |7(0)2( 这 时 f(0) 入 0). 于 是 存在 a(la| = 1)， 
使 得 f(1) = af(0). 

下 证 任意 的 ge 9(5) 都 满足 这 一 边界 条 件 . 

由 3 自 伴 ， 


(f,9) = i(f(1)g(1) = f(0)g(0)) = 0， 
即 itag 一 900)) = 0, 所 以 7 = ag(0), 即 9 满足 边界 条 件 g(1) = ag(0). 于 是 


9(5) = {fe 2(T*)|f(1) = af(0)}， 对 某 个 a(la| = 1). 
因为 98 己 T* 所 以 8f7= 订 (YF € 狼 (5)). 洛 令 到 三 i 
2(7,) = {f € 2(7T*)|f(1) = af(0),lal = 1}, 


则 5 = Ts. 反之 ,对 任意 a,|al = 1,7Ts 也 是 7 的 一 个 自 伴 延 拓 (可 以 证 明 {Tallall = 
1} 为 全 部 自 伴 延 拓 ). 
引 理 3” 设 了 对 称 , ze 2(T*), 则 以 下 3 条 等 价 : 
(lw e207) 
(2) (z,y) = 0,vy € 9(T"); 
(®) (w= 0 WERE 人 DE | 
若 K,@ K_ 为 有 限 维 空间 , {z1,… ,zn} 为 其 基 , 则 (1)~(3) 与 
(4) (z,2;) = 0(7 = 1,.… ,7) 
等 价 . 
证 明 (1) 全 (2) 对 任意 ye 9(T*), 有 


(z,) = (Tz,9) — (2, TY) = (Tr,y) — (2, Ty) = 0. 


(2) 之 (3) 显然 . 
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oh et SA Ss 


(3) 全 (2) 对 任意 ye 9(7*) = 9(T"), 有 y= yo+ 饭 其中, yo € 9(T),Ye 
RDRKS 


(2,9) Ge {; yo 二 y) Es (2Z， yo0) 机 (2,9) 二 《Z; yo) E (To yo) ee (x, T*yo) 
< (Ga y0) 一 (z, Tyo) = 0, 


所 以 (2) 成 立 . 
(2) 坟 (1) 车 ze 9(T*),Vy e 9(T*) 有 (zx,y) =0, 则 (T*z,y) = (z,T*y), 所 
以 ze 9(T**) = 2(T). 
这 条 引 理 给 出 了 对 称 算 子 最 小 闭 延 拓 的 刻画 
2(7)= {ze (Tz,Y) =0,y € DT')} = {zr € BT)|(z,y) =0,ye Ki @ 小 
定义 3 设 K 为 Kj @K_ 的 子 空间 , 其 共 轿 K* 定义 为 
K*={rée K+@K|(z,y) =0,v eK), 
若 KC K*, 则 称 K 对 称 ( 即 对 任意 zy e K,(z,y) =0). 车 及 = K*, 则 称 KK 自 
伴 . 
引 理 4 设 了 闭 对 称 , 歼 是 了 的 延 拓 满 足 TcC 五 CT*, 则 存在 天 < 天 ,6K 
使 得 9(T) = 9(T)@K 且 责 对 称 ( 自 伴 ) 当 且 仅 当 K 对 称 ( 自 伴 )， 
证 明 ”由 推论 1, 存在 K C Ki @ K_, 使 得 2(T) = 9(T)@KK. 
(1) 7Y 的 定义 域 的 刻画 : 
由 于 JC HC 所 以 列 二 TC 万 97% 崔 而 
rE DT) STE DT) A (Ty,z) = (y, Tr)(Vy € DD)) 
SrE DT) HA (Ty,z)= (y, Tr)(vy € 2(T)), 


rE DTI) SrE DT) H(z,y) =0, We Dn), 
即 
2(T7)= {ze 2(T*)|(z,y) = 0,vy € 2(T1)}. 


(2) 下 对 称 当 且 仅 当 天 对 称 . 
一 对 任意 WE FE 有 zo, yo € 2(7,), 使 zx 一 Z0 十 小 V 三 Wo 十 V 区 2(T). 由 
71 的 对 称 性 ， 


(x, Y) (Tm E> (zT"y) GR (Tiz,y) Ey (2, T1y) =0, 
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由 引 理 3， 


0 = (zz 人 = (zo + wu, yo t+) = (To, yo) 十 (Zoo) + (uy Yo) + (u,v) = (wv), 


所 以 K 对 称 . 
二 设 K 对 称 , 对 任意 zy e 9B(TI), 设 z= zo 十 uy = Wo 十 v, 其 中 , zo,yoe 
9(T),wve K, 则 


(T1z,y) Ee (zx, T1y) 3 (Ty) = (Bi Ty) = 《2 到 六 
= (x0, yo) + (zo;0) + (u, yo) 十 (wu) = (u,v) = 0， 


于 是 了 对 称 . 
(3) 聊 自 伴 当 且 仅 当 K 自 伴 . 
由 推论 1, 设 9(TY) = 9(T) 田 二 由 于 


2TH) = {rE BTML,Y) = 0,V € DDT)} = {zr € DT)(z,Y) = 0, vy € K}, 


所 以 
rz EL 命 存在 z= 十 XE 9(TY), 其 中 , zo € 9(T) 
今 存在 ze 9(T), 使 得 (zo 十 x,y) = 0(vy € K) 
人 (7,Y) = 0(vy € K) 
OTEK",, 
于 是 二 = K*, 9(T*) = 9(T) @ K*. 这 样 ， 
元 自 伴 全 29(TY) = 2(T) 
< 二 
今天 自 伴 . 
引 理 4 说 明 , 对 称 算 子 有 没有 自 伴 延 拓 和 如 何 找 出 自 伴 延 拓 的 问题 可 以 归结 
为 K,@K_ 中 有 没有 自 伴 子 空间 和 如 何 找 出 自 伴 子 空间 问题 . 当 dim Ki1@K- < co 
时 , 这 个 问题 可 以 用 有 限 维 空间 方法 去 解决 . 对 于 由 对 称 微分 算式 定义 的 对 称 微分 
算 子 来 说 , 其 亏 子 空间 是 由 微分 方程 线性 无 关 的 平方 可 积 解 张 成 的 , 当然 是 有 限 维 
的 . 
引 理 5 设 x,yeK:@K_ ,7Z=2Z+ 十 Z- 三 外 十 人 ， 则 


(2 y) 二 2i((Z+， y+) A (CE Y=)), 
CR 
证 明 


(Z,Y) > (T*z,Y) (2, TY) 
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=(T (s+4+2),y++y)— (c++r,T*(y + y)) 
二 (64 一 二 寻 秆 和) 一 (v4 十 ;yi 一 训 -) 
- 2i((z+4, y+) Be (i 
从 而 
(2, 2) = 2i(||z+4 | =— lz-|2). 


推论 2 若 KC Ki@K_ 对 称 , x e K 可 表示 为 z= zj 十 x_, 则 
|z+| = llz-l|. 


引 理 6 设 对 称 算 子 了 有 有 限 的 亏 指数 (dj ,qd_),K Cc Kj @K_ 为 维 数 为 n 
的 子 空间 , 则 dimK* = dj +d_—n. 
证 明 设 {zi1,… ,zn} 为 K 的 一 组 基 , 则 


K*= {ve KBE |Gm) = 07 = 17 yn. 
定义 z*(i = 1 ,n) 如 下 : 


* 


Ti (2) = (7, Ti), Vie RG KR. 


则 对 是 KK; @K_ 上 线性 泛 函 (i 一 1,.… ,n) 且 线性 无 关 . 事实 上 ,车 》 ajz; 一 0 


j=1 


人 二 (S05) = >》 ojk(zizy) = (= Dae) VZ E 天 + 四 天 . 


j=1 j=1 j=1 
设 
QjTji = UU ,ur € 天 十 
j=1 
则 
(Zz,U+++u-)=0, vreK:@K.,, 

从 而 

(UF) 三 0. 


(WU + ) = 0; 
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所 以 
2illusll? = 0， 2ilu-ll? =0, 


因此 We = = 0 于 是 
n 
Dz; = 0 ;= 0, yi 
j=1 


所 以 z+,.… ,zx 线性 无 关 . 这 时 ， 
K*={Z€ K+ Kzt(2)=0,7=1,.° ,n}. 


下 证 dimK* = dj 十 d_ 一 n (参见 Halmos “有限 维 向 量 空间 ”). 
事实 上 , 设 d= diy+d_, 将 {z*?,… ,z*} 扩充 为 (Kj@K_)#(K.@K_ 的 线性 
泛 函 空间 , 即 代数 对 偶 空 间 ) 的 基 {x4,… ,2z*,z*% 1,… ,72%}. 设 { ,ya} 是 相 
应 K:@K-. 中 的 对 偶 基 ， 即 TF (Yk) 一 PAA = ;加 和 所 以 Wi 9 有 
从 而 
dimK* >d—n=di+d-—n. 


d 
另 一 方面 , 对 任意 re K*, 有 z = 》,ajyj, 于 是 


j=1 
d 
WD aysk(y) = = rs 
j=1 


而 由 K* 定义 知 


zt (Lm) (m= 0 Vr ERsk= 


d 
所 以 ax =0,k=1,…,n ,于 是 z= 2 ajyj, 即 x espan{yn+l … ,ydj}, 所 以 


j=n+1 


dim K* =d++d-—n. 


推论 3 ” 设 闭 对 称 算 子 T 有 有 限 亏 指数 d= 4d_ = di,K C K+ @K_ 自 伴 ， 
则 dimK =. ' 

定理 1 设 工 是 亏 指数 有 限 的 对 称 算 子 , 则 了 有 自 伴 延 拓 的 充 要 条 件 为 d+ = 
Ge 

征明” 过 神权 -二 0 二 [tryH] 与 87 上 ] 上 分别 为 KF 和 并 = 
的 标准 正 交 基 . 令 
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设 K = span{z1,:… ,xa}. 
(1) {z1,… ,za} 线性 无 关 . 


d 
设 》 ago 一 0， 则 
j=1 


d d 
De = 一 》' oajz7 ERENEK., 


j=1 ; J=1 


所 以 


d 
> oaj2j 三 0， 
ij=1 


因此 Qj = 0,7= J eas ,以 于 是 {Z1)…: ,a} 线性 无 关 . 
(2) K 对 称 . 
对 任意 z,y e K, 则 


d d 
i d= 
j=1 j=1 
于 是 


d 
(zx, Y) = 》, QjBk (Tj, Tk) 
j,k 
d 
= >, oPBr(rt + 7, wt + Zk) 
k= 
d 


= >》 yi((e (wp) 
j,k=1 
= 0, 
所 以 天 对 称 . 
(3) dim K* = 2d 一 dim K = d. 因为 K 对 称 , 所 以 K C K*, 从 而 KK = K*, 即 
K 自 伴 , 9(T) @ KK 为 自 伴 延 拓 的 定义 域 . 
全 设 KKcC Kie@K_ 为 自 伴 子 空间 . {xz1,… ,zn} 为 K 的 一 组 基 ， 


三 站 纪 一 a 十 
2 一 1 十 I= 1 ,mp EKi, 
» 


则 {zt} 线性 无 关 . 这 是 因为 车 》 ajz+ = 0, 由 推论 3 知 》 ajz7 = 0, 因而 


j=1 


Dajz; = 0, 所 以 Qj = 0,7=1,:… ) 也 ， 


J 一 1 
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同 理 , {zy }3-1 线性 无 关 , 于 是 n < min{d14,d-_}. 

另 一 方面 , 由 K 自 伴 , K = K*. 由 引 理 6,n= dimK*=di+d- -dimK = 
dj 十 d_ 一 n, 所 以 2n=dji 十 d_, 又 因为 n<d_,n<d+, 于 是 dij=d-=n. 

定理 2(von Neumann 描述 ) ” 设 闭 对 称 算 子 了 的 亏 指数 di = d- = 4d < co， 
则 工 的 自 伴 延 拓 与 K; 一 K_ 的 西 算 子 之 间 有 一 个 一 一 对 应 . 

证 明 (1) 设 5 是 工 的 自 伴 延 拓 , 则 


2(S) = 2Z(T)@K, K=K'. 
对 任意 的 z= z+ 十 Zz- € K,z+ € Ki, 由 推论 2, 有 z+ = lz-l. 令 
9(D) = {rr EKI|3z EK, st. w++7r_ EK}, Uz+=7-,Vr+ € 9(U), 


则 9(U) 是 Kj 的 子 空间 , UV 为 2(0) 一 K_ 线性 等 距 算 子 . 
下 证 9(D) = Kj. 若 不 然 , 则 有 0 关 we Kj}, 使 得 w 1 9(0), 这 时 wu 4 KK, 所 
以 wu 4 9(5)， 对 任意 的 ze 9(5), 设 


T=Ww0 十 全 十 人 T-; wo E DDT) WE E KEVF + TL ERK; 


所 以 
(za = (Zo 二 z+ 二 2 ,VU) = (T+ 二 2-, du) 
= 2i((z+,4) — (2-,0)) = 2i(z+,W) = 0, 
因而 
(CE 
即 


(Sz,u) = (Tu 
所 以 ue 9(S*) = 9(5), 矛盾 ! 于 是 
2(S)= {zo0+z+ +Uzilzo € D(T), z+ € K+}, 

S(zo 三光 让 -=r Uz+) 一 T™(%0 有 委 攻 抽 Uy.) 
= Ts Uys 
= Tro+iz+ 二 (一 iDz+) 
三 和 20 填 这 二 一 这 2 

(2) 设 U: Ki 一 天 是 西 算 子 . 令 


下 一 {we 十 Ut | 性 Re}: 
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(i) K 对 称 . 
(2+ 十 Uz+ 二 Do) = 2i(z4,y+) — (Uz+, Uy+)) = 0, 
所 以 K 对 称 . 
() K 自 伴 . 
设 zeEK*,z= 有 加 十 亏 ,2 ER4, 则 
0= (z,z+ + UZ) 
二 (2 十 2 ,w+ 十 Uz+)》 
= 2i((z+,2+)— (z-,Uz+)) = 2i((Uz+, Uz4) — (2z-,Uz+)) 
=2i(Uzst=2_ Ur) Vir € RK,, 
因为 ran7 = K_, 所 以 存在 村 € Kj, 使 得 U 梧 = Uzj - > ,于 是 在 上 式 中 取 
z+ 三 于 , 则 2ill7z 一 和 2 = 0 所 以 UVz =z_, 即 ze K, 从 而 = K*. 与 U 对 
应 的 自 伴 延 拓 为 克 ， 
2(T1)= 2(T)@K= {rz0+z+ +Uz+lzo € DT), z+ € K4}, 


Ti(vot+ z+ + Uz4) = Tro+tizr ~ iVz4. 

为 了 便于 讨论 对 称 微分 算 子 的 自 伴 延 拓 , 再 找 出 自 伴 延 拓 定义 域 的 抽象 边界 条 
件 刻画 , 即 Calkin 描述 . 

定义 4 设 {waa ;wi GE 2 Od ep = 010 十 27) Tjo = DT), zi € Ki @K._. 
如 果 {zi,… ,zr} 线性 无 关 , 则 称 {zx1,… , zx} 模 9(T) 线性 无 关 . 

定理 3 ”9(7T*) 中 元 素 {zx1,… ,zx} 模 2(T) 线性 无 关 的 充 要 条 件 为 存在 
{0 yk} C F(T*), 使 得 det((zi,y;)) 去 0. 

证 明 设 

Tj= Tj0+T2;, Z70 € DBD(T), zj 全 下 二 优生 三 elk 
GD => 设 {mm,… ,ax} 线性 无 关 , 令 
zi(72)= (2;21), Vr E K+@K., 


则 学 …… ,六 为 (Kj@K_)# 里 的 线性 泛 函 且 线 性 无 关 . 设 d=dj+d_ = dim(K.@ 
K_)<o. 将 { 神 扩充 成 (K+ @K4)*# 的 基 {2¥,* 1 2 1 而 
K @K_ 相应 的 对 偶 基 为 {y1,… ,ya}, 则 


(zi Yj) = (Tio 十 Zi Yj) = (2 萎 ) = 一 (7 4) = —2(Y;) = —60i;, ,j=1,..…,k, 
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则 


det((zi,Y;)) = = (-1)*#0. 


0 se 0 sa 


(2) 设 存在 {V1, We , Vk} GE ZT™), 使 得 det((zxi, y;)) 关 0. 设 


人) = (Zz; Wh 个 了 二 二 es i 


k 
若 Dasa 二 0, 则 


3 
k 
(Dass ) =0, j=1,.…,k, 
= 


即 


k 
oi(zi, Yj) = 0， J = lL: J 


t= 


而 
det((zi, yi)) = det((zi 1)) A 0, 

所 以 ui = 0,i = 1,… ,k, {zi}t1 线性 无 关 , {zi} 模 9(T) 线性 无 关 . 

定义 5 设 工 为 对 称 算 子 ,车工 自 伴 , 则 称 工 为 本 性 自 伴 的 . 

定理 4 ”对 称 算 子 为 本 性 自 伴 的 充 要 条 件 是 di = d_ =0 仿 ran(T 士 订 ) 笛 . 

证 明 全 若 互 自 伴 , 则 ker(T” 土 7)={0}, 即 d=4d-=0. 

二 由 丁 von Neumann 分 解 2(T*) = 29(T), 所 以 T" =7T*=T, 于 是 TT 本 性 

自 伴 . 

推论 4 ”对 称 算 子 T 本 性 自 伴 的 充 要 条 件 是 了 有 唯一 的 自 伴 延 拓 . 

证 明 起 设 5 为 工 的 自 伴 延 拓 , 则 TCS=658*CT*=T =T, 而 
TC 5( 因 为 9 闭 ) 所 以 5 = 工 . 

< 二 车 TT 有 唯一 自 伴 延 拓 , 则 dj = d_ = 0, 否则 Kj 一 K_ 有 无 穷 多 个 西 算 
子 , T 就 有 无 穷 多 个 自 伴 延 拓 . 

定理 5 (Calkin 描述 ) ” 设 了 为 对 称 算 子 , di = d- = d < oo. 

(1) 若 4d= 0, 则 灾 有 唯一 自 伴 延 拓 了 ; 

(2) 若 d> 0, 设 {x1,… ,za} C 9(T*) 模 9(T) 线性 无 关 且 (zi,2;) = 057 = 
1 记 

9= {re DT zi) =0,i= 1,...,d)}, 
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则 7*|g 为 了 的 自 伴 延 拓 . 反之 , 若 克 是 了 的 自 伴 延 拓 , 则 存在 {1,.… ,zy} c 
多 (7T*), 它们 模 9(7T) 线性 无 关 且 (zi, zj) = 0,i,j = 1 … ,d, 使 得 
9 了) = {zr € BT)(z,2;) = 0,7 = 1,... ,qd}. 
证 明 (2) 设 
m0 VoE DT t= WERIB@K. 
且 z1,… ,za 线性 无 关 , 令 
K = span{z1,... ,za}, 


则 dimK = 4d, 而 且 K 对 称 . 
事实 上 ， 


[有 民 一 《人 一 (Zi0 二 Zi, Tj0 十 吉 ) 一 《( 克 区 访 入 一 有 20 
而 
dimK*=di+d_-—dimK=2d4-4d=d, 
所 以 K = K 自 伴 . 于 是 T*|gmrr 是 自 伴 延 拓 . 
下 证 92(T)+K=2. 


rE DT)IOKSr= r+z(r0 € DT),z EK) 


d 
今 Z=z0 十 》 ai2zi(zo € DT)) 

i=1 
SrEDT), (x,2) =0,i=1,...,d 
STEDT), (rTi) =0,i=1,...,d 


人 TED, 


即 7T*|g = TT"|gm+rr: 
反之 , 设 Ti 为 了 的 自 伴 延 拓 , 则 


DBT) = DDHK, KCKIOK, K=K'’. 


因而 , 由 推论 3, dim K = d. 设 {z1,… ,24} 为 K 的 基 , 则 {4,… ,za} 模 9(T) 线 
性 无 关 且 
(EU 1 三 1 dd. 
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而 
EDT)SOLT=7T0+2,r0 € DT),zEK 
人 T= ro+z,ro € DT),(z,2) =0,i=1,...,d 
yd 
他 TE YY, 
所 以 T=T*|g. 


例 3( 续 例 2) ” 设 五 = L2[0,1]， 
2(T)= {flf € ACl0,1),f' € H,1(0)= (1) = 0}, 


/= 地 VE 多 
则 了 闭 对 称 ， 
2(7T™*)= {flf € AC'l0, 1],f' € H}, 
Te =if',Vf € DT*). 
车 T*f = 土 if, 即 if'= 土 if, 则 f=et”, 所 以 di =d- =1,7T 存 在 自 伴 延 拓 . 下 面 
给 出 了 的 自 伴 延 拓 的 具体 形式 . 
方法 一 . Kj = span{fezr}, 天 = span{e-*}, 取 Kj 与 K_ 的 标准 正 交 基 p+ = 


/多 J 、 
e2 一 Te e2 一 0 则 |ez|| 2 1, K+ = 过 的 西 算 子 U 满足 Uyp+ = 
六 


gp_,lr|=1. 于 是 了 的 自 伴 延 拓 为 


T,.:9(T)= {p+apr +arp-lp € 2(T),a € C}, 


WB 二 天 vf 二 DT;). 
下 面 来 看 fe 9(T,) 满足 怎样 的 边界 条 件 ? 


Torey 闷 
(1) = Qe 豆 5 二 or/ a 


= 1, 与 例 2 所 述 一 致 . 


f(0)= a 


e 十 7 
工 十 7e 


所 以 f(1) = f(0), 而 | 


反之 , 若 f € 9(T*), f(1) = 一 人 = zf(0), 则 由 von Neumann 分 解 公式 ， 


AR 
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Ve Br V2 | 
yh 0 WE 


ea+ 有 = Tc(o+e8) > B= ra 
f =p+ap+r ee = p+ap+ +aUyp, 


90) = {fe 9 = | 


任何 模 为 1 的 a 都 可 以 表示 为 a = 上 WW 


ae). 这 样 T 的 自 伴 延 拓 便 与 单位 圆周 点 的 个 数 一 SR 
方法 二 . 对 任意 f,g € 9(T*)， 


可 (因为 |a| = 1,1 zz 


(f,9) 3 (太吉 ee (fs 21g) 

A (if', 9) wa (fs ig”) 
=175| 
=i(f(1)g(1) — f(0)g(0)), 

取 yp = ap+ 十 Bw-, 满足 

0= (yp,9) = 2i(llap+ll? = lp-|) = 2i(lal? ~ 1812), 
则 6= ae,0€ R, 当 a 关 0 时, yp =a(y4 +eibp_) 是 模 9(T) 线性 无 关 的 . 令 
9={f e979) =0}, 
则 T*le 是 TT 的 自 伴 延 拓 . 
事实 上 , 由 (jg) = 0 得 f(1)50) = f(0)p0), 即 f(1) = Sf00) 其 中 ， 


V2 +ei9 2 

|= ez 一 1 ez 一 1 

P| | 
十 e 

e2 一 1 e2 一 1 


1 十 e2 十 iecosb0 
1 十 ez 十 iecos0 
=1, 


所 以 
9={feD9TOD=7f0)}, lrl=1. 
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也 可 以 利用 定理 3 去 找 自 伴 延 拓 Calkin 描述 中 的 那些 z1,… ,za, , 取 hi(zx) = 
zhz(z) =1 一 Zz, 则 hi,hze9(T), 但 


(hi, hi)= i(hi(1)ha(l) — hi(0)h1(0)) = 
(hi, h2) = i(hi(1)h2(1) — hi(0)h2(0)) = 0, 
(hz, hz)= =i, 

"ke 
0 一 i 


det((hi, hy)) = | = 1 


所 以 hi,hs 模 9(T) 线性 无 关 , 取 yp = ahi + Bhz,a,B 不 全 为 零 . 由 (yw, wp) = 0, 得 
le(G)2 = |p(0)2, 即 lal = 18|, 的 自 伴 延 拓 定 义 域 为 


29= {fe 2(T)(f, 9p) = 0}, 


(f,p) = 0 即 JUD2G) = f(0)p(0), 即 af(1) = Bf(0), 记 
(f,p) =0, 即 f(1) = ef(0), 从 而 


二 eig0 € R, 则 


| 


9= {fe 29(7T")|f(1) =e"f(0)}. 
例 4 设 二 = 8L2[0,o)， 


2(T)= CF (0, %), 
T= EDD), 
则 
(1) 了 T 对称 . 
对 任意 f,g & 2(7)， 


全 并 让 二 [ i . ya = ' Pa = Cf, TY). 


(2) T 有 相等 的 亏 指数 . 
解 微分 方程 ~-y = iy 得 


nh =e" ¢ L2(0, 00), 


ys = et 入 五 [0, co)， 
所 以 d = dim ker(T* 一 i7) =1. 同 理 , 解 方程 -W = 一 这 得 


ny on #060), mh =e "e058) 


附录 ”对称 算 子 的 自 伴 延 拓 的 Calkin 描述 


385 . 
所 以 
d- = dim ker(T* +i1)=1. 
(3) 了 的 自 伴 延 拓 允 . 
因为 _ | 
Br 
/这 "Pao= 三 
令 


pir= Vd p= Ks span{ p+}, 
作 K+ 一 KK_ 的 西 算 子 U: 


Up =rp_, Ir|=1, 


则 
2(T)= {p+Bp+ +rhyp-lp € 9(T),B e C), 
Tif = =f"; 站 & 2(T), 
f(0) = Bp4(0) +rBp- (0) = V2B(1 +7). 
令 a= = 则 
f(x) = p(x) + V2Bae®? + YarBae™, 
f'(0) = V2Ba + V2rBa = V2B(a + ra), 
如 果 7 半 一 1, 则 
f(0) a+ra 
FO Tr 
are Ctre Bt QG 十 7GQ 
1 十 7 1 二 7F r+l 1 二 7) 
sa f'(0) 
i 
刻画 自 伴 域 的 边 条 件 是 (0) + af(0) =0. 由 全 = -a 解 得 r= 二 
当 7= 一 1 时 , 边 条 件 变 成 f(0) = 0. 


以 上 是 按 von Neumann 描述 的 处 理 , 至 于 按 Calkin 描述 的 处 理 见 本 书 例 3.6.1. 
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